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平成26年新潟大学集中講義 
物性理論特論

播磨 尚朝	


神戸大学大学院理学研究科

8:30-10:00 10:15-11:45 12:55-14:25 14:40-16:10 16:25-17:55

6/11（水） ○ ○
6/12（木） ○ ○ ○
6/13（金） ○ ○ ○
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強相関電子系-d 電子系とf 電子系

イオン半径

希土類(4f)

遷移金属(3d)

アクチノイド(5f)

遷移金属のd電子(大きなV)	


→酸化物で大きなU

4f（内殻かつ開殻）
5s
5p
閉殻電子

5d6s

希土類の4f電子(大きなU)	


→金属間化合物で大きなV

新奇な超伝導や軌道秩序：混成V vs 原子内クーロン相互作用U
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強相関電子系へのアプローチ

Born-Oppenheimer近似（断熱近似）

モデル化

ハバードモデル	


t-Jモデル	


周期的アンダーソンモデル	


…	


（多体効果を反映）

バンド計算	


（結晶構造を反映）

・d 電子系遷移金属酸化物	


単純なバンド構造	


!
・f 電子系金属間化合物	


複雑なバンド構造

一電子近似（局所密度近似）
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講義内容

参考書 
・一般	
 
岩波講座　現代の物理学７　固体　構造と物性	
 
山下次郎著「固体電子論」朝倉書店(1973)	
 
和光信也著「固体の中の電子」講談社(1992)	
 	
 
小口多美夫著「バンド理論-物質科学の基礎として-」内田老鶴圃(1999)	
 
藤原毅夫著「固体電子構造-物質設計の基礎-」朝倉書店(1999)	
 !
・群論	
 
犬井鉄郎、田辺行人、小野寺嘉孝著「応用群論」裳華房(1976)	
 
G．バーンズ著、中村輝太郎・澤田昭勝共訳「物性物理学のための群論入門」培風館(1983)	
 
柳瀬章著「空間群のプログラム」裳華房(1995)	
 
柳瀬章著「ブリルアン・ゾーンとは」丸善(1997)

　 以下の項目に沿って講義する。バンド計算の論文を読むために必要最低限の事項に触れたのち、実際の
バンド構造を紹介していく。計算法の詳細を理解することより、実際のバンド構造に触れた時にその結果
を理解できるようになることをめざす。	
 
(1)	
 序論　-	
 多体問題から一電子問題へ	
 -	
 
	
 	
 	
 	
 ハートリー・フォック近似を経て局所密度近似まで	
 
(2)	
 固体の電子状態の計算方法	
 
	
 	
 	
 	
 格子の周期性/並進群とブロッホの定理	
 
	
 	
 	
 	
 擬ポテンシャル法/マッフィン・ティン近似/APW法/LAPW法/FLAPW法	
 
(3)	
 タイトバインディング法と簡単なバンド構造	
 
　　結晶構造とs,p,d電子のバンド構造	
 
(4)	
 典型的なバンド構造	
 
　　単純金属/イオン結晶/共有性結晶のバンド構造	
 
　　遷移金属のバンド構造−銅銀金の違い	
 
(5)	
 バンド構造の読み方	
 
　　MgB2やNbSe2などを例にして	
 
(6)	
 局所密度近似の有効性とその限界	
 
　　実際のフェルミ面研究から	
 
(7)	
 f電子系化合物のバンド構造-強相関電子系の電子状態-	
 
　　LDA+U法とその計算例
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5バンド計算の方法 
- "正しい"バンド計算の論文の読み方 -

相対性理論の効果	
 
　　scalar	
 relativistic	
 
　　full	
 relativistic	
 
　 　 scalar	
 relativistic	
 +	
 spin-orbit	
 
interaction	
 
内殻電子の取り扱い（全電子法）	
 
　　frozen	
 core	
 
　　relaxed	
 core	
 
　　multi	
 windows	
 (linear	
 method)	
 
　　local	
 orbital

一粒子近似	
 
　　X-α	
 methid	
 
　　LDA	
 (Local	
 Density	
 Approximation;	
 Kohn	
 &	
 Sham	
 1965)	
 	
 
　　<-	
 DFT	
 (Density	
 Functional	
 Theory;	
 Hohenberg	
 &	
 Kohn	
 1964)	
 
　　LSDA	
 (Local	
 Spin	
 Density	
 Approximation)	
 !
　　1980〜	
 
　　SIC	
 (Self	
 Interacrion	
 Correction)	
 
　　GWA	
 (G-W	
 Approximation)	
 
　　GGA	
 (Generalized	
 Gradient	
 Approximation)	
 
　　LDA+U	
 !
ポテンシャルの形状	
 
　　Pseud	
 potential	
 (擬ポテンシャル)	
 
　　(全電子法)	
 
　　MTA	
 (Muffin-tin	
 Approximation)	
 
　　ASA	
 (Atomic	
 Sphere	
 Approximation)	
 
　　Full	
 potential	
 (No	
 shape	
 approximation)	
 !
basis	
 functions	
 (基底関数)	
 
　　Plane	
 Wave	
 (平面波)	
 
　　APW	
 (Augmented	
 Plane	
 Wave;	
 補強された平面波)	
 
　　LAPW	
 (Linearised	
 Augmented	
 Plane	
 Wave;	
 線形化された補強平面波)	
 
　　LMTO	
 (Linear	
 Muffin-tin	
 Orbital)	
 
　　（線形化の方法：Andersen型、Takeda&Kubler型）	
 
　　KKR	
 (Korring,	
 Kohn	
 and	
 Rostoker)
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ab initio, but parameters (第一原理、でもパラメータが)

状態密度	
 <->XPS,	
 BIS,	
 電子比熱(γ)、磁気モーメント	
 
フェルミ面	
 <->dHvA,	
 ARPES	
 
電荷密度	
 	
 <->電場勾配(EFG,	
 NQR)	
 	
 
全エネルギー	
 	
 <->安定性,格子定数,原子位置,結晶構造,磁気構造,フォノン振動数

実験結果との比較や物性の予測

ab	
 initio/first	
 principle	
 
・計算の方針が元素や結晶構造や物理的性質に依らない。	
 
	
 パラメータを用いない。	
 
・量子力学の方程式を厳密に解いている訳ではない。	
 
	
 断熱近似、局所密度近似	
 
!
数値計算上のパラメータ	
 
　基底関数の数	
 (LAPW;	
 固有値の10倍程度	
 <	
 3000,	
 擬ポテンシャル;	
 <	
 20000)	
 
　BZ	
 積分	
 (既約ゾーン内のk点の数;	
 super	
 cell	
 1	
 〜	
 300)
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7断熱近似
凝縮系（電子と原子核）の全系のハミルトニアン

<-無視する＝Born-Oppenheimer近似（断熱近似）
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原子単位系

Rydberg:

�
m
e2

Bohr radius aB =
�2

me2
� 0.529177Å

cohesive energy of hydrogen atom

�EH =
me4

2�2
=

�2

2m
a�2

B � 13.6058eV

Hartree Rydberg

1 1
1 1/2
1 2
1 1

1/2 1
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一電子近似

ハートリー近似
有効ポテンシャル中の相互作用のない粒子

ハートリー近似

ハートリー方程式

i 番目の粒子に対するポテンシャル

Nが大きい時に自分自身からの寄与（1/N）を	
 
無視する。

9
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ハートリー・フォック近似
Ψ(..., ri , ..., rj , ...) = −Ψ(..., rj , ..., ri ,...)

Ψ(r1, ..., rN ) =
1
N!

ψ 1(r1) ... ψ1(rN )
ψ 2(r1 )
...

...

...
ψ 2 (rN )
...

ψ N (r1 ) ... ψ N (rN )

波動関数の反対称性：パウリの原理：フェルミ統計

スレーター行列式

クーロン項	


古典項	


ハートリー項

交換項	


フォック項

n r( ) = Ψ*(r1,..., rN )ˆ n r( )Ψ(r1, ..., rN )∫ dr1...drN

= ψ i r( )
2

i=1

N

∑

ˆ n r( ) = δ r − ri( )
i=1

N

∑

n r( )∫ dr = N

電子密度

一体の電子密度演算子

ハートリー・フォック方程式
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クープマンズ(Koopmans)の定理
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交換相互作用
e2

ψ j(r' )
2

r − r'∫
j(≠ i)

N

∑ dr'
& 

' 
( 

) 

* 
+ ψ i(r) = e2 n(r' )

r − r'∫ dr'
& 

' ( 
) 

* + 
− e2

ψ i(r' )
2

r− r'∫ dr'
& 

' 
( 

) 

* 
+ ψ i(r)

ni
H (r) = −ψ i(r)

2 ni
H (r)dr = −1∫

ni
HF (r, r' ) = −

ψ j
*(r' )ψ i

*(r)ψ i (r' )ψ j (r)
ψ i

*(r)ψ i (r)j=1(//)

N

∑

自己正孔密度

交換ホール密度

− e2 ψ *
j (r' )ψ i(r' )
| r − r' |∫

j=1(//)

N

∑ dr'
% 

& ' 
( 

) * 
ψ j (r) = + e2 ni

HF(r,r' )
r − r'∫ dr'% 

& ' 
( 

) * 
ψ i(r)

= vX
(i )(r)ψ i(r)

ni
HF (r, r' )dr' = −1∫

12
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スレーターの交換ポテンシャル
ψ i(r) =

1
Ω
•eiki •r

4πe 2

Ω2

1
ki − k j

2
j (//)
∑ =

4πe2

Ω2

Ω

8π 3
dk j

ki
2 − k j

2 − 2kikj cosθ ij
k j < kF∫

=
e2

πΩ
dkj ln

kj + ki
kj − ki0

kF

∫

=
2e2kF
πΩ

1
2
1+
1 − x2

2x
ln 1 + x
1 − x

' 

( ) 
* 

+ , x=
ki
k F

=
2e2kF
πΩ

F(
ki
kF
)

vX =
ψ i
* (r)ψ i (r)
ψ j

*(r)ψ j (r)
j
∑i

∑ • vX
(i )(r)

ψ j
*(r' )ψ i

*(r)
e2

r − r'∫ ψ i(r' )ψ j (r)dr' =
1
Ω2

4πe 2

ki − k j

2

F(x):リントハルト(Lindhard)関数

vX
( i) (r) = e2 ni

HF (r, r' )
r − r'∫ dr' = −e 2 1

r − r'
ψ j
*(r' )ψ i

* (r)ψ i (r' )ψ j(r)
ψ i
* (r)ψ i (r)j=1(//)

N

∑∫ dr'

vX =
ψ i
* (r)ψ i (r)
ψ j

*(r)ψ j (r)
j
∑i

∑ −e2
1

r − r'
ψ j
*(r' )ψ i

* (r)ψ i (r' )ψ j(r)
ψ i
* (r)ψ i (r)j=1(//)

N

∑∫ dr'
% 
& 
' 

( 
) 
* 

= −
2e2kF
πΩ

F(
ki
kF
)

- 

. / 
0 

1 2 
⋅

1
ψ j

*(r)ψ j (r)
j
∑i

∑

= −2 ⋅
Ω

8π 3
4πdki ⋅

2e2kF
πΩ

F(
ki
kF
)

- 

. / 
0 

1 2 0

kF

∫ ⋅ 3π 2 (kF )
−3

= −
6e2

π
kF x2F x( )dx

0

1

∫

= −3e2 3
8π

n r( )- 
. 

0 
1 

1
3

~ −1.477e2 n r( )[ ]
1
3

ψ j
* (r)ψ j(r)

j
∑ =

N
Ω
=
1
3π 2

(kF )
−3

N = nΩ = 2 ⋅ Ω
8π 2

⋅
4π
3
(kF )

3

vXα (r) = α vX(r)

スレーターの交換ポテンシャル

Xαポテンシャル：α~0.7
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密度汎関数理論I

H = T +U + V
  
T = −

h2
2m

∇i
2# 

$ 
% & 

' i=1

N

∑ U =
1
2

e2

ri − rji≠ j

N

∑ V = v ri( )
i=1

N

∑

HΨ r1, ..., rN( ) = EΨ r1,..., rN( )

ˆ n (r) = δ(r − ri)
i=1

N

∑

n(r) = Ψ, ˆ n Ψ( ) = Ψ* r1, ..., rN( )ˆ n (r)Ψ r1, ..., rN( )∫ dr1...drN

Ψ,VΨ( ) = Ψ∫ v ri( )
i=1

N

∑$ 
% & 

' 

( ) 
Ψdr1...drN

= Ψ∫ v r( )δ (r − ri)
i=1

N

∑ dr∫
$ 

% & 
' 

( ) 
Ψdr1...drN

= v r( )∫ n r( )dr

Hohenberg P and Kohn W (1964) Phys. Rev. B 136 864	


“Inhomogeneous electron gas”
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密度汎関数理論II

v r( )
Ψ r1,..., rN( )
" 

# 
$ % 

& 
' ⇔ n r( )

Ev n r( )[ ] = F n r( )[ ] + v r( )∫ n r( )dr

F n r( )[ ] = Ψ, T +U( )Ψ( )

15
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密度汎関数理論III

16
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局所密度近似
F n r( )[ ] = Ts n r( )[ ]+ e

2

2
n r( )n r'( )
r − r'∫ drdr'+Exc n r( )[ ]

Exc n r( )[ ] ≈ εxc∫ n r( )( )n r( )dr

µxc r( ) =
δExc n r( )[ ]
δn r( )

=
d εxc n( )n( )

dn
n= n r( )

N = n r( )∫ dr

δ
δn r( )

Ev n r( )[ ] − µ n r( )dr − N∫( )[ ] = 0

  
−

2h
2m

∇2 + veff (r)
# 
$ 

% 
& 
ψ i(r) = εiψ i(r)

veff (r) = v(r)+ e
2 n r'( )
r − r'∫ dr' + δExc n[ ]

δn r( )
− µ

= v(r)+ e2 n r'( )
r − r'∫ dr' +µxc r( ) − µ

Ev n[ ] = ε i
i=1

N

∑ −
e2

2
n r( )n r'( )
r − r'∫ drdr' + ε xc n( ) − µ xc n( )[ ]∫ n r( ) + µN

電子数一定のもので変分をとる

Exc n r( )[ ] = F n r( )[ ] − Ts n r( )[ ] − e
2

2
n r( )n r'( )
r − r'∫ drdr'

δTs n[ ]
δn r( )

+ v r( ) + e2 n r'( )
r − r'∫ dr' +

δExc n r( )[ ]
δn r( )

− µ = 0

局所密度近似 全エネルギー

この式から得られる電荷分布は、以下の一電子	


方程式から得られる電荷分布と等価である。

n(r) = ψ i r( )
2

i=1

N

∑

電荷密度

Kohn W. and Sham L.J .(1965) Phys. Rev. A 149 1133	


“Self-consistent equations including exchange and correlation effects”
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コーン・シャム準位

  
−

2h
2m

∇2 + v(r) + e2
n r'( )
r − r'∫ dr'+µxc r( )

$ 

% & 
' 

( ) 
ψ i(r) = ε iψ i(r)

この一電子方程式は、コーン・シャム(Kohn-Sham)
方程式と呼ばれ、一電子軌道エネルギーε iはコー

ン・シャム準位とも呼ばれる。しかし、密度汎関
数理論においては、全電荷分布を求めるために便
宜的に出てきたもので、物理的な意味はない。し
かし、ここで使われた一電子軌道とは次の関係が
ある。

∂E
∂ni

= ε iヤナック(Janak)の定理

実際の計算で得られるε iは、経験的に実験で得

られる一電子準位とよい対応がつく事実があり、
密度汎関数理論と離れて、実験と比べられる事
が多い。

スレーターの交換ポテンシャルとの関係

Xα法のα=2/3は密度汎関数法の一様密度で交換相
互作用のみ考慮した事に対応する。

多くの場合、εxcは一様電子ガスのものを用いる。一様電子
ガスのεxcは量子モンテカルロシミュレーションの結果から
与えられ、その結果を内挿した公式を用いる。	


磁気的な状態を扱うために、スピン密度の汎関数とした局
所スピン密度近似（LSDA）も用いられている。	


参考文献：	


von Barth U. and Hedin L. (1972) J.Phys.C: Sol. State Phys. 5 
1629.	


Gunnarson O. and Lundqvist B.I. (1976) Phys. Rev. B 13 4274	


Moruzzi V.L., Janak J.F. and Williams A.R. (1978) Calculated 
electronic properties of metals, Pergamon Press, New York.

この他、GGA(generalized gradient approximation)、
SIC(self-interaction correction)、orbital-polarization 
correction、LDA+U、exact exchangeなどの計算が行わ
れている。いずれにしても、本来のDFTの精神に忠実
に全エネルギーや全電荷密度のみを実験と比較する場
合と、一電子軌道エネルギーを積極的に実験と比較す
る場合では、考え方に大きな違いがある。

VX ~ n
1
3 ~ 1

rS
;      4π

3
rS

3a0
3 =

1
n

µX =
δEX n[ ]
δn

=
∂
1
2
VX n

# 
$ 

% 
& 

∂n
=
2
3
VX

18



固体の電子の方程式

19

原子核は止まっていると仮定（断熱近似）して、 
多電子の状態も一電子の組み合わせで表わす（一電子近似）

H�j(r) =
�
� �2

2m
�2 + V (r)

�
�j(r) = �j�j(r)

V (r) :電子間の相互作用なども近似して考慮した一電子ポテンシャル

19

よし、解けた！？

20

Mの大きさ： 
(原子の数N~1023)×(原子当りの電子数Z~1~100)

次元行列の対角化1024

H =

�

��������

H0,0 · · · H0,j · · · H0,M
...

. . . . . . . . .
...

Hi,0
. . . Hi,j

. . . Hi,M
...

. . . . . . . . .
...

HM,0 · · · HM,j · · · HM,M

�

��������

20



1024の大きさ

21

テニスボール：直径約6.7cm 

6.7cm×108=6.7m×106=6.7km×103~地球の半径(6378.137 km)

21

結晶の規則性

22

　結晶は周期的に並んでいる 
=並進対称性を持っている
T (a)V (r) = V (r + a) = V (r)

ハミルトニアンは並進操作と可換
[H,T (a)] = 0

並進操作の演算子に対して、
波動関数はハミルトニアンと
同時に対角化される

22



並進対称性

23

T (a)�j(r) = �j(r + a) = �a�j(r)

|�j(r)|2 = |�j(r + a)|2 = |�a|2|�j(r)|2 |�a|2 = 1

T (a�)T (a)�j(r) = T (a�)�a�j(r) = �a�j(r + a�) = �a�a��j(r)

T (a + a�)�j(r) = �j(r + a + a�) = �a+a��j(r)

T (a�)T (a) = T (a)T (a�) = T (a + a�)

�a�a� = �a��a = �a+a�

23

周期的境界条件

24

T (Na)�j(r) = �j(r + Na)�j(r) = �j(r)

�N
a �j(r) = �j(r)

�Na�j(r) = �N
a �j(r) = �j(r)

�N
a = 1 �a は1のN乗根！

1-1

-i

i

e2�(i/N)i
�N

2
< i � N

2 iはN個ある

�a = eik·a �� < k · a � �

24



ブロッホの定理

25

�k
j (r) = eik·ruk

j (r)

�j(r + a) = eik·a�j(r)

uk
j (r + a) = uk

j (r)

(格子点の数M~1023)×(格子点当りの電子数Z~1~100)だけある 
電子の波動関数は、kで区別されるM種類の関数に分類される。 
それぞれの関数は以下の性質を持つ。 
!
!
または、 
!
　　　　　　　　　　　ただし、

eik·a を並進群の既約表現という。

25

これを使うと、

26

�
�k�

j� (r)�V (r)�k
j (r)dr =

�
ei(k�k�)·ruk�

j� (r)�V (r)uk
j (r)dr

=
�

n

(ei(k�k�)·a)n

�

cell
ei(k�k�)·ruk�

j� (r)�V (r)uk
j (r)dr

1のN乗根をすべて足す

1 + � + �2 + �3 + · · · + �(N�1) = 1� �N

1� �
= 0

k� �= k だと消えてしまう

26



御利益

27

j=1, ... , NZ個の関数を、kで分類されるN種類の組に分ける 

Z個の関数に対する行列を　　　　で表わすと、

H =

�

�������

Hk
µ,� 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Hk�

µ,� 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 Hk��

µ,�

�

�������

Hk
µ,�

M=(NZ)次元の行列の対角化が、N個のZ次元の行列の対角化に変わった
エネルギーと並進操作は同時に対角化できる。

27

だけど、

28

H =

�

�������

Hk
µ,� 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Hk�

µ,� 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 Hk��

µ,�

�

�������

Z次元の対角化はともかく、N=1023回も対角化をするのは、大変です。

Nがとても大きい時には、固有値　　　は連続関数　　　　と見なせる。 

たかだか数百程度のkについて対角化して、あとは連続につなげば良い。
�k
n �n(k)

28
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ブロッホの定理-並進群と既約表現-

  
Hψ j (r) = −

h2
2m

∇2 + V(r)
$ 

% & 
' 

( ) 
ψ j(r) = ε jψ j (r)

T (R)V(r) ≡ V(r+ R) = V(r)
H,T (R)[ ] = 0
T (R)ψ j(r) =ψ j(r +R) = λRψ j (r)

ψ j (r)
2
= ψ j(r +R)

2
= λR

2
ψ j(r)

2

λR = 1

T (R' )T(R)ψ j(r) =ψ j (r +R +R' )

= λRλR'ψ j (r)

T (R' )T(R) = T(R +R' )

T (R +R' )ψ j(r) =ψ j(r +R +R' )

= λR+R'ψ j(r)

λR = eik ⋅R

ψ j(r+ R) = eik ⋅Rψ j(r)

一電子方程式

ポテンシャルは並進対称性を持ち、	


ハミルトニアンは並進操作と可換

λRは並進Rの固有値

並進操作は可換

固有値（既約表現の指標）	


右の様にかける

ブロッホの定理

0 ≤ k ⋅R < 2π

ｋは既約表現のラベルであり保存量	



格子点がN個ある時、kもN個ある。

Bloch F. (1929) Z. Physik 52 555

ψ j
k(r) = eik⋅rujk(r)

ujk(r +R) = ujk(r)

29
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ブロッホの定理の御利益

  
Hψ j (r) = −

h2
2m

∇2 + V(r)$ 

% & 
' 

( ) 
ψ j(r) = ε jψ j (r)

結晶中にN個の格子点があり、格子点毎にZ個の電子があるとする。全電子数はM=NZ個である。	


Nは1023程度であり、Zは1からせいぜい1,0000程度である。

一電子方程式といえども、 1023個程度の方程式を解かねばならない。	


 しかし、ブロッホの定理を使って、基底関数を書き換えると、

M=NZ次元の行列が、N個（kの数）のZ次元の行列にブロック対角化される。	


とは言え、すべてのkに関して固有値を求めることは実際上不可能である。	


しかし、Nが無限大の時にεiはkの連続関数なので、有限のkに対してのみZ次元の行列の計算を
行なえばよい。	


（k点のサンプリング数）=（周期的境界条件を課す格子点の数）

H11 ... H1 j ... H1M
... ... ... ... ...
Hi1 ... Hij ... HiM

... ... ... ... ...
HM 1 ... HMj ... HMM

! 

" 

# 
# 
# 
# 

$ 

% 

& 
& 
& 
& 

⇒

Hij
0 0 0 0 0
0 ... 0 0 0
0 0 Hij

k 0 0
0 0 0 ... 0
0 0 0 0 Hij

k'

! 

" 

# 
# 
# 
# 

$ 

% 

& 
& 
& 
& 

ψ j(r)→ψ j
k(r) = eik⋅ruj

k(r)

30
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擬ポテンシャル法

  

−
h2
2m

∇2 + V(r)
# 

$ % 
& 

' ( 
ψ k(r) = εkψ k(r)

V(r) = va r −R( )
R
∑

  

−
h2
2m

∇2 +W(r)
# 

$ % 
& 

' ( 
Φk(r) = εkΦk (r)

Φk(r) = φk+K r( )
K
∑ α k+K

W(r, r' ) = va r −R( )δ r− r'( ) + vR r −R,r' −R( )[ ]
R
∑

vR r −R,r' −R( ) = nlmR Fnlm
nlm
∑

Fnlm は任意の関数

擬ポテンシャル法は、価電子の波動関数が原子核より遠い処で同じ振る舞いをする、ノード（節）のない
波動関数を与えるポテンシャルを与える方法で、一電子波動関数としては平面波を用いることが多い。擬
ポテンシャルは原子核近傍の強い引力ポテンシャルが弱められる。NaやAlなどの元素の価電子は（原子核
より遠い処では）実際に平面波的である。

31
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平面波的なバンド構造 (Al, Na)

空格子バンド構造 (FCC)

空格子バンド構造 (BCC)

Alのバンド構造

Naのバンド構造

32
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マッフィン・ティン (muffin-tin; MT) 近似

v r( ) =
v r −R( )  ,  r −R < S
vMTZ          ,  interstitial
" 
# 
$ 

  
−
d2

dr2
−
2
r
d
dr

+
l l +1( )
r2

+ v r( ) − E
" 

# $ 
% 

& ' 
Rl r;E( ) = 0

  Rl
2

0

S

∫ r;E( )r 2dr=1

  Ylm
* ˆ r ( )Yl ' m'

ˆ r ( )∫ dˆ r = δ l l 'δmm '

  
Ll E( ) =

R' l r;E( )
Rl r;E( )

=
d
dr
lnRl r;E( )

r =S

  

Rl r;E( ) = A jl (κr) − tanηl (E) ⋅nl (κr)[ ]

~
1
r
sin κr −

l π
2

+ ηl (E)
& 
' 

( 
) 

cotηl (E) =
nl (κS)Ll E( ) −κn' l (κS)
j l (κS)Ll E( ) −κj' l (κS)

  

jl (x) ~
1
x
sin x − l π

2
# 
$ 

% 
& 

nl (x) ~ −
1
x
cos x −

l π
2

# 
$ 

% 
& 

マッフィン・ティン近似では、原子核近傍のポテンシャルの
効果が、一定の半径の球の境界における波動関数の対数微
分の値のみに現われることを用いる。

33
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APW法

  
eik⋅r = 4πeik⋅R i l jl k ⋅ r −R( )( ) Ylm

* ˆ k ( )Ylm r −R
∧% 

& 
' 
( 

m= −l

l

∑
l
∑

  

φk+K r( ) =
1
Ω

i lalm
k+KRl r - R ;E( )Ylm r −R

∧% 
& 

' 
( 

lm
∑  for r - R ≤ S( )

alm
k+K = 4πjl k +K S( )Rl S;E( )Ylm

* k +K
∧% 

& 
' 
( 

ψ i
k r( ) = φ k+K r( )Ci

k+K

K
∑

det φ k+K' H − Eφk+K = 0

∇u =∇i + ∇uo − ∇ui( )θ r − S( )

θ x( ) =
0,  x < 0
1, x > 0
$ 
% 
& 

∇2u =∇2ui + ∇2uo − ∇
2ui( )θ r − S( ) + ∇uo − ∇ui( )nδ r − S( )

u*∇2udr
S −ε< r< S+ ε
∫ = u* ∇uo − ∇ui( )

S
∫ ⋅ dS

φk+K ' H − Eφk+K

= N φk+K'[ ]* H − E( )φk+Kdr
r< S
∫ +

1
Ω

e− i k+K'( )⋅r −∇2 − E( )ei k+K( ) ⋅rdr
interstitial
∫

+N φ k+K'[ ]* ∇φk+K( )S −ε − ∇φk+K( )S+ε[ ] ⋅ dS
S
∫

  

φk+K ' H − Eφk+K = k +K 2 − E{ }δK'K + ΓK'K
APW

ΓK'K
APW =

4πS 2

Ω0

k +K'( ) ⋅ k +K( ) − E{ } j1 K' −K S( )
K' −K

+
4πS2

Ω0

2l +1( ) Pl k +K'
∧) 

* 
+ 
, ⋅ k +K

∧) 
* 

+ 
, 

- 
. 

/ 
0 
jl k +K' S( ) j l k +KS( )Ll E( )

l = 0
∑

  
Pl

ˆ k ⋅ ˆ k '( ) = 4π
2l +1

Ylm
ˆ k ( )Ylm

* ˆ k '( )
m
∑

APW法は見通しがよく解りやすいが、実際の計算
はエネルギーの関数として行列を計算して、行列
式のゼロ点を探すことになる。この方法は、大き
な系（単位胞に多くの電子がある系）やせまいバ
ンド幅のバンドがある系には不向きである。

Slater J.C. (1937) Phys.Rev. 51 847	


Loucks T.L. (1967) Augmented planw wave method, 
Benjamin, New York 
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LAPW法

Anderson O.K. (1975) Phys. Rev. B 12 3060	


Takeda T. and Kubler J., (1979) J. Phys. F: 
Metal Phys. 9 661	


Skriver H.L. (1984) The LMTO method: 
muffin-tin orbitals and electronic structure, 
Springer-Verlag, Berlin  

Rl r; E( ) ≈ Rl r;El( ) + E − El( ) ˙ R l r; El( )

˙ R l r; El( ) =
dRl r; El( )

dE
E =E l

  Rl r;El( )
0

S

∫ ˙ R l r; El( )r 2dr = 0

  Rl r;E( ) ≈ al
1Rl r;El

1( ) + al2Rl r;El 2( )

  

det Hij − EOij = 0

Hij = Hij
out + Hij

in

Hij
out = e−ik i ⋅r −∇2 + V0[ ]eik j ⋅rdr

out∫
Hij

in = ϕki
* r( ) −∇2 + V r( )[ ]

in∫ ϕk j
r( )dr

= 4π( )2ei k j −k i( )⋅R n Ylm
ˆ k i( )Ylm

* ˆ k j( ) ×
lm
∑

El
1al i

1*al j
1 + El

2al i
1 *al j

2 Rl
1∫ Rl

2dr + El
1al i

2 *al j
1 Rl

2∫ Rl
1dr + El

2al i
2 *al j

2( )
Oij = ϕk i

* r( )
cell∫ ϕk j

r( )dr

Andersen型

Takeda-Kubler型
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FLAPW法

  

V r( ) = v r( )
l
∑ clmYlm

ˆ r ( )
m
∑

= Vl = 0 r( ) + Vl ≠0 r( )

Vout r( ) = vG i
eiG i ⋅r

G i

∑

MT球内：非球対称性の効果

MT球外：フーリエ成分

ポテンシャルの連続性: 	


MT近似では原子位置のエネルギー原点はマーデルングポテ
ンシャルで計算にしている。

Singh David J. (1994) Planewaves, psuedopotentials and the LAPW method	


Kluwer Academic Publisher	


Weinert M. (1981) J. Math. Phys. 22 (11) 2433	


“Solution of Poisson’s equation: Beyond Ewald-type method”

差がない場合 差がある場合

36
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tight-binding model: LCAO法
Hatφ j r( ) = Ejφ j r( )

ψ j,k r( ) = eik⋅Tφ j r − T( )
T
∑

H = Hat + V r( ) − V0 r( ){ }
Hψ j ,k r( ) = Ekψ j,k r( )

Hat eik⋅Tφ j r − T( )
T
∑ + V r( ) − V0 r( ){ } eik⋅Tφ j r − T( )

T
∑ = Ek eik⋅Tφ j r− T( )

T
∑

φ j
* r( )∫ Hat eik⋅Tφ j r − T( )

T
∑ d3r

+ φ j
* r( ) V r( ) − V0 r( ){ } eik ⋅Tφ j r − T( )

T
∑∫ d3r

= φ j
* r( )∫ Ek eik ⋅Tφ j r − T( )

T
∑ d3r

T = ±ae1, ±be2 ,±ce3

Ej + φ j
* r( ) V r( ) − V0 r( ){ }∫ φ j r( )d3r

+ eik xa + e−ik xa( ) φ j
* r( ) V r( ) − V0 r( ){ }∫ φ j r + a1( )d3r

+ eik yb + e−ik yb( ) φ j
* r( ) V r( ) − V0 r( ){ }∫ φ j r + a2( )d3r

+ eikz c + e−ik zc( ) φ j
* r( ) V r( ) − V0 r( ){ }∫ φ j r + a3( )d3r

= Ek

0
0Y =

1
4π

1
0Y =

3
4π
cosθ =

3
4π

z
r

1
±1Y = −

3
8π
sinθ ±iϕe

1
2 1

1Y + 1
−1Y( ) = −

3
4π
sinθ cosϕ = −

3
4π

x
r

1
i 2 1

1Y − 1
−1Y( ) = −

3
4π
sinθ sinϕ = −

3
4π

y
r

2
0Y =

5
16π

3cos2θ − 1( ) =
5
16π

3z2 − r 2

r2
% 

& 
' ( 

) 

2
±1Y = −

15
8π
sinθ cosθ ±iϕe

1
2 2

1Y + 2
−1Y( ) = −

15
4π
sinθ cosθ cosϕ = −

15
4π

xz
r 2

1
i 2 2

1Y − 2
−1Y( ) = −

15
4π
sinθ cosθ sinϕ = −

15
4π

yz
r2

2
±2Y = −

15
32π

sin2θ ± i2ϕe
1
2 2

2Y + 2
−2Y( ) = −

15
16π

sin2θ cos2ϕ = −
15
16π

sin2θ cos2ϕ − sin2ϕ( ) = −
15
16π

x2 − y2( )
r 2

1
i 2 2

2Y − 2
−2Y( ) = −

15
16π

sin2θ sin2ϕ = −
15
16π

sin2 θ 2sinϕ cosϕ( ) = −
15
4π

xy
r2
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2中心積分

ppπ

ppσ

pdπ ddπ ddδ

sdσspσssσ pdσ ddσ
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Slater-Koster の表

Slater J.C. and Koster G.F. (1954) Phys. Rev. 94 1498	


Takegahara K., Aoki Y. and Yanase A. (1980) J. Phys. 
C: Solid St. Phys. 13 583

39

30

Slater-Koster の表（続き）

40
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簡単なバンド構造 (s band: SC)

7*8*9/6=84

17*18*19/6=969

10*11*12/6=286

41

32

簡単なバンド構造 (s band: FCC)

85

891

EF=0.0914 Ry	


n=1.0

EF=0.0 Ry	


n=0.767

42



33

簡単なバンド構造 (s band: BCC)

43

34

簡単なバンド構造：(s band hcp)

44
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簡単なバンド構造 (p band)

45

36

簡単なバンド構造 (d band)

d

46
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Na, Mg, Al

H	


Li  Be  B	


Na Mg Al

47

38

Al: Fermi surface

48



39

Li, Be

49

40

ダイアモンドのバンド構造

sp

50
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ダイアモンド構造のバンド構造
C	


Si	


Ge	


Sn

51

42

Sn vs InSb

C	


Si	


Ge	



In Sn Sb

52



43

Ge, GaAs, ZnSe

C	


Si	



Zn Ga Ge As Se	


  In Sn Sb

53

44

NaCl, CsCl

54



45

3d金属のバンド

55

46

Noble metals: Cu, Ag and Au

After H Okamura

Au

56



47

Cuのバンド構造の成り立ち

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 E	 	 	 	 s	 	 p	 	 d	 	 f	 out


	 	 19	 L	 	 2	 2	 	 2.0965	 	 0	 64	 	 0	 13	 	 22


	 	 17	 L	 	 6	 2	 	 2.0775	 	 0	 64	 	 0	 13	 	 22


	 	 15	 L	 	 6	 2	 	 2.0364	 	 0	 	 2	 	 0	 35	 	 61


	 	 13	 L	 	 5	 2	 	 	 .7534	 43	 	 0	 38	 	 0	 	 17


	 	 11	 L	 	 6	 2	 	 	 .4029	 	 0	 53	 	 0	 	 0	 	 45


	 	 	 9	 L	 	 1	 2	 	 	 .3657	 	 0	 	 0	 99	 	 0	 	 	 0


	 	 	 7	 L	 	 5	 2	 	 	 .3578	 	 0	 	 0	 99	 	 0	 	 	 0


	 	 	 5	 L	 	 5	 2	 	 	 .2617	 	 0	 	 0	 96	 	 0	 	 	 3


	 	 	 3	 L	 	 1	 2	 	 	 .2465	 	 0	 	 0	 96	 	 0	 	 	 3


	 	 	 1	 L	 	 5	 2	 	 	 .1015	 15	 	 0	 69	 	 0	 	 15

57

48

Noble metals: Fermi surface

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 calculation	 	 	 	 	 	 	 	 	 experiment


	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 F(108Oe)


	 	 	 	 	 	 a	 	 	 	 belly	 	 	 	 neck	 	 	 belly/neck	 belly/neck


Cu	 3.615A	 	 5.75015	 0.24542	 	 	 23.43	 	 	 	 	 	 	 	 27	 


Ag	 4.086A	 	 4.54252	 0.12073	 	 	 37.63	 	 	 	 	 	 	 	 51


Au	 4.078A	 	 4.45382	 0.16445	 	 	 27.08	 	 	 	 	 	 	 	 29

58



49

de Haas van Alphen effect

59

50

graphite and C2

(C2)

graphite

MgB2

60
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orbitals in C2

kz=0 kz=1/2

anti-bonding
bonding

anti-bonding
bonding

bonding anti-bonding

2(ssσ)

2(ppπ)

2(ppσ)

A

K

H
L

M

Γ
Σ

T

T'

U P

S
S'R

Λ 0/3π 1/3π 2/3π 3/3π 4/3π 5/3π

e3/3πi+e5/3πii+e1/3πi=0;e0/3πi+e2/3πii+e4/3πi=0

e3/3πi+e0/3πii+e0/3πi=1;e0/3πi+e3/3πii+e3/3πi=-1
s-band (bonding)

pxpy-bands (bonding)

pz-band (bonding)

pz-band (anti-bonding)

2D like

2D like

σ-bands

π-band

π-band

pz-band in layer

M(L) point
bonding anti-bonding

K(H) point: non-bonding
! doubly degenerated

61

52

C2 - B2 - MgB2

(C2)

(B2)
Mg s-band 
(inter-layer anti-bonding)

B-p

Mg-p
Mg-s

B-s

total

γcal = 1.73 mJ/K2

γexp = 2.7 mJ/K2

62
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MgB2: Fermi surface

pxpy-bands (bonding)
pz-band (bonding)
inter-layer anti-bonding

pz-band (anti-bonding)
inter-layer bonding

Strong 3D feature of pz-band brings
2D-Fermi surface of pxpy-band

Harima H (2002) Physica C 378-381 18-24. dHvA; Carrington A et al. LT23

band 3 hole band 4 hole band  5 electron

63
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NbSe2 (MTA vs full potential)
TC=7.2K	


TICDW=32K

dHvA in mixed states:	


Graebner J E and Robbins M	


Phys. Rev. Lett. 36 422

Wexler G and Woolley A M 	


(1976) J Phys C 9 1185.	


non self-consistent, MTA

nnb-d=2.90	


nSe-p=2.56

nnb-d=2.25	


nSe-p=2.65

Corcoran R et al. (1994)	


J. of Physics; Condens. Matter 6 4479

Nb-d band

Se-p band

64
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LaCu2: band structure and Fermi surface

Band12 hole Band13 hole Band14 electron

MTA

65

56

LaCu2: dHvA

Abliz M et al. (1997) J. Phys. Soc. Jpn. 66 194

66
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LaGa2: dHvA

67

58

LaGa2: Fermi surface

FLAPW

APW-MT

band 4 hole band 4 electronband 3 hole

68
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LaNi2Al5: Fermi surface

La/Ce
Ni
Al(I)
Al(II)a b

c

Body centered orthorhombic
18th hole

19th hole 20th electron

69

60

LaNi2Al5: dHvA

experiments calculation

Maezawa K et al. (1999) J. Phys. Soc. Jpn. 68  2697

70
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f-electron system I: USi3

286 k-points for potential convergence	


560 k-points for final bandstructure

band 10	


electron	


Fermi surface

Tokiwa Y et al. (2000) J. Phys. Soc. Jpn. 69 1105 
71

62

f-electron system II: UPt3

Kimura N et.al. (2000) Physica B 281&282 710

LDA Fermi surface (ω) is smaller than measured,	


and the correct size cannot be obtained from	


Fermi level shifts.

(E  +2mRy)

72
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f-electron system III: YbAl3

band13 hole

band14 electron

band13 electron

modified Ef  can discribe 	


Fermi surface well

Ebihara T et al. (2000) J. Phys. Soc. Jpn. 69 895

73
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LDA+U method for f-electron system

In the LDA+U method 
 ( see. for example, V.I. Anisimov et al.: J. Phys.: Condens. Matter 9 (1997) 767)  , 
an orbital-dependent one-particle potential depends on  
the density matrix          ,  
where m (m') and s designate the orbital and spin, respectively. 
In the system where spin and orbital are coupled  
(the spin-orbit interaction is involved), 
the density matrix must be written in the form          ,  
even for non-magnetic system. 
Then an effective Hamiltonian is

nm,m'
σ

nm,m'
σ,σ'

U, J: screened Coulomb and exchange parameters

The orbital flip components are basically included  
in a full potential, so we can take only F0=U as a parameter.  
Then, in the non-magnetic case, we simply add

Vmm'
σσ ' U(   -nm',m )σ',σ1

2
to the spin-orbit hamiltonian in the second variational 
procedure.

  

ˆ Η = ˆ Η LSDA + inl mσ Vmm'
σσ ' in lm'σ '

m,m '
σ ,σ '

∑

Vmm'
σσ ' = {m,m' ' Vee m' ,m' ' ' nm' ' ,m' ' '

−σ ,−σ ' + m,m' ' Vee m' ,m' ' ' nm' ' ,m ' ' '
σ ,σ ' − m,m' ' Vee m' ' ' ,m' nm' ' ,m' ' '

σ ' ,σ }
m
∑

−U N −
1
2

% 
& 

' 
( + J Nσ −

1
2

% 
& 

' 
( 

Nσ = Tr nm,m'
σ ,σ( )

N = N↑ + N↓
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LDA+U法を使えば…

Ce(Yb) case -- non-magnetic ground states --

Pr or Sm case -- singlet ground states --

-- magnetic ground state --

pressure

magnetic field
metamagnetic transition 
with the same U
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CeRu2Si2のメタ磁性

M

δρ/ρ

C/T

H

H < Hm

H > Hm
Hm

exp

exp

CeRu2Si2

LaRu2Si2
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Pr metal
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UPd3 and PrRu4P12
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CeSn3
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SmB6

j=5/2	


7F0
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