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1 はじめに

重い電子系において、しばしば、磁気秩序相のすぐ近くに超伝導相が存在する場合がある [1, 2, 3, 4]。たとえば、
CeCu2(Si1−xGe x)2や CeMIn5(M=Co,Rh,Ir)などでは反強磁性相、UGe2やURhGeなどでは強磁性相の近傍に超伝導
が見つかっている。いずれの場合も、超伝導と磁性を担う電子は同一の電子であると考えられており、この二つの相の

関係性は古くから研究されてきた。とくに、それぞれの相は、圧力や元素置換、あるいは外場などの系のチューニング

パラメーター δによってコントロールされ、そのパラメータがある臨界的な値 δcとなるとき、転移温度は絶対零度にな

る。このような絶対零度における基底状態の相転移を、量子相転移という [5]。一般には量子相転移の次数は系の詳細に
依存するが、とくに転移が２次の場合には絶対零度においてさえ「量子的な揺らぎ」が存在し、そのために有限温度に

おいても物理量に特異な振る舞いが観測されるようになる。このような２次量子相転移を起こす絶対零度の転移点を、

量子臨界点という。また、この量子臨界点近傍の物理量の特異性は、そこにおいて系が通常の Fermi液体とは異なる状
態であることを示している。このような、重い電子系でしばしば議論される量子的磁気揺らぎに関連した「非 Fermi液
体」は、高温超伝導体や有機導体でも観測されており、量子臨界現象としてのユニバーサルな側面であると考えられて

いる [6, 7, 8]。そして、超伝導は、その非 Fermi液体的振る舞いを示す領域のすぐ近くで発見されることが多く、量子
臨界点が超伝導の発現に対しても重要なはたらきをしているのではないかという自然な発想につながってゆく。現在で

は、「磁気揺らぎが誘起する超伝導」という一つの枠組みが認識されるようになっている。

そこで本講義では、磁気的量子臨界点近傍に超伝導が存在しているような系について、基本的な事柄を解説する。本

講義では、まず、量子相転移の概念について解説し、古典的相転移と異なる点やなぜ量子相転移が重要となるのかにつ

いて議論する。次に超伝導の基本的事柄を解説し、磁性と超伝導の関係についても考察する。最後にいくつかの具体的

現象を解説し、これによって量子臨界性に関する理解を深めたい。

2 量子臨界点近傍の物性

このセクションでは、量子相転移の一般的な性質について議論する。話を具体的にするために、以下では古くから研

究されている磁気量子臨界点についてのみ扱うが、そこで展開されるいくつかの概念は他のタイプの量子相転移にも通

用するものである。

図 1はそれぞれ、CeIn3[9]、UCu5−xPdx[10]、CeCu5.2Ag0.8[11]の相図である。これらの相図では横軸が、圧力・元
素置換率・磁場であるが、いずれの外部パラメータも、磁気秩序をコントロールするはたらきがある。この「系の状態

をチューニングする」という性格だけに着目すると、圧力であれ元素置換であれ磁場であれ、チューニングパラメータ

δ という幾分抽象的な量を導入することでまとめて考えることができる。すると図 1は、超伝導相を無視して磁気秩序
とそれによる量子臨界性にのみ注目した場合、図 2のような一般的な相図として理解することができる。これは、超伝
導の可能性を考慮をしない場合の磁気量子相転移の典型的な相図である。（超伝導がある場合の量子相転移の相図に関し

ては、完全な分類ができているわけではない。）以下で、この相図について解説する。
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図 1: (左)CeIn3[9]、(中央)UCu5−xPdx[10]、(右)CeCu5.2Au0.8 の相図 [11]。

図 2: 磁気量子臨界点近傍の典型的な相図。縦軸は温度 T、横軸はコントロールパラメータ r。(I)はカノニカル・フェル
ミ液体領域、(II)はクロスオーバー領域、(III)は異常フェルミ液体領域、(IV)は熱的臨界領域、(V)は磁気秩序相 [6]。
これらの用語は次のセクションで説明される。
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図 3: (a),(b)空間・虚時間的なスピン配位の揺らぎ。横軸が空間で、縦軸が虚時間。■が Sz = +1、□が Sz = −1に対
応している。(a)温度がある程度高い (β1 = 1/T1)場合。(b)温度が十分低い (β2 = 1/T2)場合。β1 ≪ β2 ∼ ∞である。
(c)一次元横磁場イジングモデルの相図 [13]。★印の温度 T1 は図 (a)、温度 T2 は図 (b)にそれぞれ対応する。

2.1 熱揺らぎと量子揺らぎ

このセクションでは、熱揺らぎと量子揺らぎという二つのタイプのスピン揺らぎについてについて議論する。通常、

揺らぎの尺度としては帯磁率 χµµ(x, t) ∼ ⟨Sµ(x, t)Sµ(0, 0)⟩が用いられるが、これは原点 (0, 0)から空間・時間的に離
れた点 (x, t)にある Sµ(x, t)がどれくらい Sµ(0, 0)のことを「知っているか」を測る量である。そのため、その情報の
到達距離である相関長 ξが急激に成長するときに、秩序ベクトルQに対して静的帯磁率 χ(Q, 0) = χQ が発散的に増大

するのである。

熱揺らぎは有限温度の相転移に伴って現れる揺らぎのことである。この揺らぎは、系の熱力学的状態を表す確率密度

p(n) = e−βEn/Z（Gibbs測度）が有限の β = 1/T のために、常磁性状態と磁気秩序状態のまわりにおいて適当に分布
しているために起きる。このような熱力学状態の揺らぎは古典系でも存在するため、磁気秩序の熱揺らぎの性質そのも

のは量子力学とは関係ない。（ただし、磁気秩序のミクロな起源であるスピンは量子力学的である。）

一方、量子揺らぎは絶対零度でも存在する、物理量の非可換性からくる量子力学的な揺らぎである。たとえば、横方

向 (x方向)に磁場のかかった１次元スピン系のモデル（横磁場 Isingモデル [5, 12]）

H = −
∑
i

JSzi S
z
i+1 − hx

∑
i

Sxi , J > 0 (1)

でいえば、[Szi , S
x
i ] ̸= 0で、スピンが hx で x方向に向けられようとするために、Sz の値が 1/2より小さくなることに

対応している。この揺らぎを理解するために、「虚時間 τ」という時間を導入すると、量子揺らぎは虚時間 τ 方向に関す

る揺らぎであるととらえることができる1 2。空間的なスピン揺らぎは、虚時間一定のスナップショットで様々な iにつ

いて Siをみれば揺らぎの様子が分かる。一方、虚時間的なスピン揺らぎは、同一の空間点 iにあるスピン Si(τ)を様々
な τ で比較することにより、揺らぎの様子がみえてくる。図 3は、横軸が空間軸、縦軸が虚時間軸でスピン配位を示し
たものである。(a)は温度が高く量子揺らぎが効いていない場合で、(b)は温度が低く量子揺らぎが大きい場合である。
(a)では、空間方向に相関長 ξが伸びてスピンが空間的に秩序化しようとしている。(b)では、虚時間方向の「相関時間
ξτ」が系の虚時間サイズ β = 1/T より小さいために、τ 方向に揺らいでいる。また、しばしば、虚時間 τ を Fourier変

1虚時間というものは実際の時間ではないのだが、実時間と「解析接続」で対応がつくために、しばしば実時間と似たようなものと解釈される。た
とえば、Shrödinger 方程式 i ∂ψ

∂t
= −∇2

2m
ψ は、形式的に it→ τ と「解析接続」してしまえば、

(
∂
∂τ

− ∇2

2m

)
ψ = 0 という拡散方程式になる。この

とき ψ(τ,x) は、虚時間 τ と空間 x を変数にした粒子の拡散運動を記述することになる。
2もちろん、物理量の非可換性によって空間方向にもスピンは揺らぐ。しかし虚時間方向への揺らぎは、量子揺らぎを考える際に自然に現れる量で

あるという意味において、量子揺らぎ特有のものである。このことは、熱揺らぎに現れる実時間依存性と、量子揺らぎの虚時間依存性を概念的に区別
するものである。
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換した「松原周波数 ωn」に関する揺らぎも、量子揺らぎとよばれる。このように量子揺らぎは、虚時間という概念を導

入することにより、ある意味、直感的・視覚的に理解することができる。

量子揺らぎの別の説明として、量子揺らぎを、「基底状態の急激な変化」と関連して理解することもできる。上記の

スピンモデルにおいては、hx を 0から大きくしてゆくと、hx > hxc で、基底状態 |Ψ⟩は ⟨Szi ⟩ = 0の状態になる。つま
り、系の状態は非可換な二つの物理量の相対的な強さを表すパラメータ g = hx/J によって、0 ≤ g < hxc/J ≡ gc な

ら ⟨Sz⟩ ̸= 0の相、gc < gなら ⟨Sz⟩ = 0の相であると特徴付けられる。したがって、基底状態を gに依存しない基底で

|Ψ(g)⟩ =
∑
i ci(g)|i⟩と展開したときには、その係数 {ci(g)}i は g ≃ gc で大きく変化する。これは、非可換物理量の競

合によって基底状態が相転移することに付随する揺らぎであり、Si(τ)の虚時間方向への揺らぎと起源は同じである。こ
の意味で係数 {ci(g)}の揺らぎも量子揺らぎである。

このセクションのまとめ� �
• 揺らぎには二種類あり、一つは熱揺らぎで、もう一つは量子揺らぎである。

• 熱揺らぎは、統計力学的状態が有限温度の効果によって、磁気秩序状態と常磁性状態との間に適当に分布する
ことによって起こる。この揺らぎは空間方向に起こる。

• 量子揺らぎは物理量の非可換性を起源とし、虚時間方向への揺らぎとして解釈される。しばしば、虚時間を
Fourier変換した松原周波数への依存性を、量子揺らぎとよぶことが多い。� �

2.2 量子相転移の相図の概略

[フェルミ液体]
ここでは、量子相転移の典型的な相図 2について解説を行う。そのために、まず、「フェルミ液体」という概念を明確

にしておこう。フェルミ液体はしばしば、実験的には電気抵抗が ρ ∼ T 2、比熱が C ∼ T のようになっている状態、理

論的には準粒子の寿命が τqp ∼ T−2となる状態であると説明されることが多い。しかし、これはフェルミ液体の正確な

定義ではない。

フェルミ液体状態とは、端的にいえば、「準粒子がよく定義された熱力学的状態」のことである。ここで「準粒子」と

は、寿命 τqp が十分長く、系が熱的に乱される時間スケール τthermal ∼ T−1 より短い時間スケールでは、その粒子とし

ての性質を保持し続けられる状態（個別励起モード）のことを指す。この準粒子は、相互作用のない系のよい量子数で

ある波数を、よい量子数としてもっている。絶対零度で準粒子が定義されることは、運動量分布関数 nk のとび zk が

zk ̸= 0であることと同じであり、zk ̸= 0であることがフェルミ面を明確に特徴付けるのである [14]。つまり、絶対零度
で準粒子が存在するということは、フェルミ面が明確に存在する (zk ̸= 0)ということと同じである。3 τqp ≫ τthermal

は、zk ̸= 0であるための条件となっている。また、τqp ≫ τthermalは、励起のエネルギースペクトルという視点からは、

エネルギー εqp のピークの線幅 Γqp が熱分布によるぼやけ Γthermal ∼ T より十分小さい（Γqp ≪ Γthermal）ことである

と解釈される。注意すべきことは、これらの説明の中で、どこにも τqp ∼ T−2 であることは要求されていないという

ことである。したがって、たとえば、３次元反強磁性揺らぎによって寿命が縮んだ τqp ∼ T−3/2 の場合も十分低温では

τqp ≫ τthermal となるので、フェルミ液体状態である。本稿では、τqp ∼ T−2 となる状態を「カノニカル・フェルミ液

体」とよび、τqp ∼ T−2 からずれてはいるが τqp ≫ τthermal である状態を「異常フェルミ液体」とよぶことにする。ど

ちらの状態もフェルミ液体である。ただし、２次元反強磁性揺らぎの場合には τqp ∼ T−1 であり、準粒子は τthermal と

同じ程度の寿命しかもたない。この状態は準粒子がよく定義されているのか微妙な状態であり、marginalフェルミ液体

3このことは１次元系の Tomonaga-Luttinger(TL) 液体と比べると、より明瞭に理解できる。TL 液体では個別励起の寿命は τthermal より短く、
準粒子は存在できなくなる。そのため、運動量分布関数 nk は絶対零度でも滑らかな関数で、nk のとびで判断できるような明確なフェルミ面をもた
ない。
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とよばれている [15]。4

以上をまとめると次のようになる。

フェルミ液体 (I)� �
• フェルミ液体とは、準粒子がよく定義されている状態である。

• 準粒子とは、波数をよい量子数としてもち、その寿命 τqpが、熱揺らぎで状態が乱される時間 τthermal ∼ T−1

より十分長い個別励起のことである。

• フェルミ液体状態に対しては、フェルミ面がよく定義される。

• τqp ∼ T−2 は、τqp ≫ τthermal であるための必要条件ではない。� �
このようなフェルミ液体の性質の基礎になっている考え方が、「断熱接続」である。ここで、「相互作用のない系の状

態と、ある熱力学的状態 Aが断熱的に接続される」とは、「相互作用のない系にゆっくりと相互作用を印加してゆくと
き、系の熱力学関数が特異な振る舞いを示さず、滑らかに状態 Aになる」ということである。相転移がある場合には、
相互作用を印加してゆく途中で熱力学関数が異常をもち、断熱接続できないことになる。準粒子の形成は、断熱接続の

考えによって理解される。つまり相互作用のない系での波数 kをもった１粒子状態 c†k|0⟩ が、断熱接続によって、同じ
量子数 kをもつ新しい１粒子状態 |Qk⟩ = Q†

k|0⟩につながると理解できるのである [16]。5 もしQ†
k|0⟩が、系が熱的に乱

される時間 τthermal より十分長い寿命 τqp をもっていれば、τthermal ≪ τ0 ≪ τqp という時間スケール τ0 が存在できる。

この時間スケールの範囲では、Q†
k|0⟩がよい量子状態であるというわけである。セクション 3で議論するように、この

準粒子は量子臨界点近傍でも適当に寿命をもつために、超伝導の Cooperペアをつくることができるのである。
したがって、整理すると、フェルミ液体は次の二点によって基礎づけられる。

フェルミ液体 (II)� �
• フェルミ液体状態は、断熱接続によって、相互作用のない系からつながっている。

• フェルミ液体状態を特徴付ける励起は、相互作用のない系の１粒子状態から滑らかにつながる準粒子であり、
その寿命は τthermal より長い。� �

この二つが、系がフェルミ液体状態であることの条件である。上で四角で囲った「フェルミ液体 (I)」と、この条件は本
質的には同じものであり、「フェルミ液体 (II)」は断熱接続という概念で整理されたものである。

[量子相転移の相図]
フェルミ液体という概念を明確にしたので、相図 2 の説明を行おう。図の横軸 rは圧力・ドーピング・磁場などのコ

ントロール可能なパラメータで、Tc は（反）強磁性転移温度、T ∗ は系がカノニカル・フェルミ液体的となる典型的温

度である。T ∗ より上の温度領域は異常フェルミ液体状態である（図では quantum criticalとかかれている）。前述の通
り、カノニカル・フェルミ液体も異常フェルミ液体も両方ともフェルミ液体であり、この二つの領域はクロスオーバー

でつながっている。6 パラメータ rを固定したまま温度 T を変化させて実現される相転移を熱的（あるいは古典的）相

4さらに複雑なのは、高温超伝導に関連した「擬ギャップ状態」である。擬ギャップ状態においては、大きな反強磁性揺らぎによって、k 空間中の
ホットスポットとよばれる部分ではエネルギーギャップが開いており、フェルミ面はうまく定義できない。また、コールドスポットとよばれる部分で
はギャップはなく、フェルミ面がよく定義されている。k 空間の中の場所によって、準粒子が定義できたりできなかったりするのである。

5断熱的に相互作用を印加した状態に対して、断熱的に相互作用を消去するプロセスも考えられる。相互作用を印加した後に消去すれば、系
はもとの状態に戻るはずである。したがって、Q†

k はあるユニタリー演算子 U を用いて Q†
k = U−1c†kU とかけるはずである。これは物理的に、

Q†
k ∼ √

zkc
†
k + (c†c†c の項) + (c†c†c†cc の項) + · · · と展開できる。⟨0|c†k|Qk⟩ =

√
zk なので、|Qk⟩ は zk くらいの割合でもとの１電子状態を含

み、その他に無数の電子・正孔励起をともなった状態であるといえる [16, 17]。ただし、相転移がある場合は U はきちんとは定義できなくなる。
6この図にはかかれていないが、f 電子が局在的な状態から遍歴的な状態になる典型的な温度 Tcoh も重い電子系では重要である。Tcoh は、不純

物系における近藤温度 TK に対応する温度で、その大きさは伝導電子数などの系の詳細に依存する [18, 19, 20]。本講義で念頭においている系は、
Tcoh ≫ Tc, T ∗ になっていて、量子臨界点近傍の広い範囲で f 電子が遍歴的であるような系である。したがって、Doniach の相図 [21] のように、f
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転移（thermal or classical pahse transition）といい、T を（実験的には不可能であるが）T = 0で固定して rを変化さ

せて実現される相転移を量子相転移（quantum phase transition）という。相転移が２次のとき、この絶対零度における
相転移点を量子臨界点（quantum critical point=QCP）とよぶ。
相図 2においては、QCPから r, T のどちらの方向に離れているかによって、系の状態は異なっている。これは先に述

べた、熱揺らぎと量子揺らぎのどちらが支配的になるかによっている。熱的相転移では揺らぎの長さのスケールである

相関長 ξ ∼ |r|−ν が系の臨界性と関係していたが、量子相転移ではもう一つ、揺らぎのダイナミクスの (虚)時間スケー
ル ξτ ∼ ξz ∼ |r|−zν が重要となる。揺らぎは空間的には ξの長さで変化し、時間的には ξτ の長さをスケールにして変調

する。ここで z は動的臨界指数（dynamical exponent）とよばれ、波数が q → q′ = bq とスケール変換されるときに、

（松原）周波数が ω → ω′ = bzωと変換されることを表しており、空間軸と時間軸が一般には同等でないことに対応して

いる。量子揺らぎがどれくらい重要になってくるかは、系の虚時間サイズ Lτ = ~βと ξτ の大きさの比に依存し、r-T 相
図はいくつかの領域に分かれる。あるいは同じことであるが、揺らぎの特徴的エネルギースケール ω∗ と温度 T の大き

さによって分かれる。

• (I)カノニカル・フェルミ液体 (CFL)領域。十分低温で ξτ ≪ Lτ (ω∗ ≫ T ) かつ r > 0のときは、熱揺らぎではなく
量子揺らぎが支配的となり、揺らぎの振る舞いは QCPからの T = 0における距離 rによって決められる。T = 0
では常にこの条件がみたされるため、Tc = 0の相転移は特別であるといえる。この領域では、系の性質は基本的
には T = 0の基底状態と似たものになっており、カノニカル・フェルミ液体の性質を示す（オーダーパラメータ
による議論では、quantum disordered pahseとよばれている）。

• (II)クロスオーバー領域,(III)異常フェルミ液体 (AFL)領域。ξτ ≫ Lτ (ω∗ ≪ T )のときは、温度 T が揺らぎに対

するカットオフとなり系の振る舞いを決定する。この領域では、T = 0から温度を上げてゆくときに、量子揺らぎ
が有限温度によって抑えられる「前に」その影響を受ける（このことは繰り込み群方程式に見てとれる）。そのた

め、(I)での状態と異なり、QCPでの臨界的な基底状態の性質を引き継いだ状態が現れる。その結果、領域 (III)
では物理量に特徴的な温度依存性が、領域 (II)ではカノニカル・フェルミ液体領域 (I)からのクロスオーバーが見
られる。しばしば、(III)は量子臨界領域 (quantum critical region)とよばれる。

• (IV)熱的臨界領域 (thermal critical region)。ここは量子相転移とは直接関係しない、熱揺らぎが大きい領域であ
る。この領域は r ↗ 0, Tc ↘ 0にともなって小さくなり、Tc = 0の極限では QCPの一点に収束する。

• (V)磁気秩序相。

以上のように、QCPが存在する場合の相図は多彩で、熱揺らぎと量子揺らぎの両方があるために様々な状態が現れる。
その中でも最も注目を集めているのが、異常フェルミ液体領域である。この領域では、系の次元や、揺らぎが反強磁性

的か強磁性的かにも依存した状態が現れる。

このセクションのまとめ� �
• 絶対零度の相転移を量子相転移という。とくに転移が２次のときは、その点を量子臨界点という。

• r-T 相図は、古典揺らぎ・量子揺らぎの強さによって、(I)カノニカル・フェルミ液体領域、(II)クロスオー
バー領域、(III)異常フェルミ液体領域、(IV)熱的臨界領域、(V)磁気秩序相の領域に分かれる。� �

2.3 スピン励起に対する有効作用

このサブセクションでは、図 2の各領域で物理量がどのような振る舞いをするかについて議論するための基礎となる、
オーダーパラメータに対する有効的な作用（～自由エネルギー）について考察する。
電子の局在性が重要となるようなものは考えない。
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古典的相転移の臨界現象の記述には、Landauによる相転移の現象論的記述が有効であることはよく知られている。そ
こにおいては、Landauの自由エネルギーを磁化mの４次までで展開し、

f(m,T ) = f0(T ) + a(T )m2 + bm4, (2)

a(T ) = a1(T − Tc)/Tc,

b > 0

と表し、これがm ̸= 0で極小値をもつかどうかで相の違いを記述する。臨界現象のもっともシンプルな記述のためには、
係数 a(T )は、ある Tcのまわりで a(T ) ≃ 0 + a1(T − Tc)/Tc + a2(T − Tc)2/T 2

c + · · · と展開できると仮定し、線形項ま
でとる。また、bは温度に依存しない部分だけを考える。磁化mが空間的変調を持つ場合は、∇m(x)の運動項を取り入
れて、

f =
∫
ddx

{
am2 + ã (∇m)2 + bm4

}
(3)

という自由ネネルギーを用いればよい。

量子臨界現象を記述するには、この考えを系の「量子性」まで取り入れた形に拡張したい。そのためには系の作用を、

S[ϕ] =
1
2

∑
q

χ−1(q)ϕqϕ−q + u0

∫
dτ

∫
ddx[ϕ2(x, τ)]2 (4)

のようにオーダーパラメータ ϕq の４次までで展開することが出発点となる [22]。ただし
∑
q =

∑
ωn

∑
q である。これ

はGinzburg-Landau-Wilson(GLW)作用と呼ばれる。オーダーパラメータ ϕq = ϕ(q, iωn)は波数 qだけでなく、松原周

波数 ωn（あるいは虚時間 τ）に依存する物理量であるところが、式 (3)と異なる点である。この（ボソン）松原周波数
が含まれるということは、前述のとおり、量子力学的性質が考慮されているということの現れである。ωnを考えること

で、スピン励起が有限の時間 τ を要して伝搬する間に異なるモード間で相互作用するということが取り込めるため、（虚

時間）ダイナミクスをも取り扱うことができるのである。7

GLW作用 (4)の２次の係数 χ(q) = χ(q, iωn) は帯磁率で、電子間相互作用がないときの特徴的な帯磁率の大きさ χ0

を用いて

χ−1(q)/χ−1
0 = δ0 + (q − Q)2/q20 +

|ωn|
Γq

, (5)

Γq = Γ0

(
q

q0

)z−2

(6)

とかかれる。ここでQは秩序ベクトルで、q0,Γ0は電子間相互作用のないときの特徴的長さスケールとエネルギースケー

ル（たとえば q0 ∼Fermi波数、Γ0 ∼Fermiエネルギー）である。以下では簡単のため、適当にスケール変換して χ0, q0,Γ0

はあらわにはかかない。zは先に述べた動的臨界指数（dynamical exponent）と呼ばれる量であり、強磁性Q = 0なら
z = 3、反強磁性Q ̸= 0なら z = 2である。これらの値は、スケール変換の下で χ−1(q)がその形を変えないという条件
から導出される。強磁性の場合には q = 0で Γ−1

q → ∞であり、これは一様磁化は保存量である、つまり q = 0 モード
の寿命は無限大であるということからきている。

また、δ0は相互作用を考慮すると繰り込まれた値 δr(T, δ0)になる。Landau自由エネルギーの a(T )との違いは、a(T )
は熱的相転移を記述するために a(T ) ∼ (T − Tc)のように定義されていたが、δ0 は量子相転移を記述するためにミクロ
なハミルトニアンのパラメータ gを用いて δ ∼ (g − gc)となるという点である。（たとえば、横磁場 Isingモデル (1)な
ら g = hx/J である。）この a(T )と δ0の違いは、系の臨界性の起源を熱的なもの (T )と考えるか、量子的なもの (g)と
考えるかという違いを表している。また、これまで用いてきた QCPからの距離 rは、実は、δr(T = 0, δ0) = 0となる

7すでに述べた通り、虚時間形式は解析接続によって実時間形式にできるので、iωn（または τ）依存性は ω（または t）依存性と対応する。
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ときの δ0 = δ0cを用いて、T = 0において r = δ0 − δ0cと定義されている。（rは温度には依存ぜす、ミクロには gの関

数である。）

前述の通り、式 (3)との大きな違いは、ωn依存性が存在している点である。松原周波数ωn/Γq = 0,±2πT/Γq,±4πT/Γq, · · ·
が効いてくるかどうかは、温度 T と揺らぎのエネルギースケールである Γの大きさの関係によっている。もし、T ≫ Γ
であれば ωn = 0のみが重要で ωn ̸= 0からの寄与は無視でき、この場合はモデルは、量子性を考慮していない式 (3)と
なる。このことは、前のセクションで述べたことの具体例となっている。

また理論的にはこの有効作用は、スピン・スピン相互作用する電子系の作用を、「Stratnovich-Hubbard変換」すれば
えられる。その場合には、χ(q)は乱雑位相近似（random phase approximation=RPA）の形になって現れる。たとえば
ミクロなモデルとして Hubbardモデルを出発点にすると、δ0(U) ∼ [1 − Uχ0(Q, 0)] ≃ [1 − UN0(εF )] などとなる。た
だし、N0(εF )は相互作用のないときのフェルミ面での状態密度である。式 (4)はスピン励起に対する有効作用なので、
スピン回転対称性をもつような系であれば、ミクロなモデルによらずに成立する。ただしこの GLW作用は、その導出
の出発点が、波数をよい量子数としてもつ準粒子がよく定義されている状態であり、局在スピン系には使えない。最近

では、この作用に対する電子・正孔励起の影響 [23]や、電子の自己エネルギーによる補正 [24]などが研究されている。
以上は主に、GLW作用の２次の部分についての議論であった。２次の項は波数 q の揺らぎモード ϕq によって対角

的に表されている（和の中身が同じ q だけでかけている）のに対して、４次の項は様々なモード（異なる q）の積、す

なわちモード間結合を表している。このモード間結合の寄与を取り入れるために、２つの異なる方法がある。一つは

Hertz-Millisによってなされた繰り込み群による理論で [25, 26]、もう一つはMoriyaらによってなされた self consistent
renormalization（SCR）理論 [7, 8, 27, 28, 29]である。本講義では、統計力学的な理解の仕方である Hertz-Millis理論
を先に解説し、次に SCR理論を簡単に紹介する。

このセクションのまとめ� �
• Landauの自由エネルギーの考えを拡張すると、GLW作用 (4)が得られる。これは（松原）周波数依存性を
含んでおり、系の量子性を考慮していることに対応している。

• GLW作用 (4)は虚時間方向と空間方向の非等方的で、この非等方性は動的臨界指数 z によって特徴付けら

れる。

• χ(q)の形は、強磁性 (Q = 0)と反強磁性 (Q ̸= 0) とでは異なる。これは一様磁化は保存量であるのに対し、
Q ̸= 0のオーダーパラメータはそうではないことを反映している。� �

2.4 繰り込み群によるアプローチ

[繰り込み群]
Hertz-Millisは、繰り込み群に基づいて４次項の影響を調べた [25, 26]。繰り込み群は、系のスケールを仮想的に変化

させていったときの系の見え方の変遷を記述する方法である。たとえば、横磁場 Isingモデル (1)を例に考えてみる。こ
のモデルによらず、相転移近くの臨界的性質を決めるのは長波長領域（波数の小さい、低エネルギー領域）における系

の振る舞いである。つまり、隣接サイトどうしの Si, Si+1の関係ではなく、十分離れたサイト間の Si, Si+X , (X ≫ 1)の
関係が重要となる。しかし式 (1)では、相互作用は隣接サイト間では直接はたらくが、遠く離れたスピン Siと Si+X は

直接的な相互作用ではなく、iと i+X の間にあるスピンを介して相互作用する。このため、中間にあるスピンの効果を

うまく取り入れつつ、遠く離れたスピン間の関係にのみ注目することが大切になってくる。つまり、長波長の現象を理

解するために、系を観察する「分解能・解像度」のスケールをX ≫ 1にとり、分解能X では直接は見えない x≪ X の

スケールの物理現象を、スケールX の枠組みの中にうまいこと取り込んでしまおうということである。8

8他の例として、たとえば、「水」を考えてみる。水は、x ∼ 10−8m くらいのスケールでは水分子からできていることが直接認識できるが、
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分解能～ a

分解能～ 2a

分解能～ 4a

図 4: 繰り込み群のプロセス。上から順に解像度 a, 2a, 4a, · · · である。

そこで、たとえば、Si, Si+1, Si+2の三つのスピンに対して、真ん中にあるSi+1をうまく「まびいて」、有効的にSi, Si+2

の二つのスピンだけを考えることができれば、波長> 2a, (aは格子定数) の部分だけに注目できる。このとき、Si+1を仲

介にして生じる Si, Si+2の間の有効的な相互作用 J̃(2a)に、「実は解像度 x < 2aのスケールでは Si+1がいるのだが、そ

れをうまくまびいた」という情報を押し込むのである。その上で、Si+1の存在を見ないことにする。そうすれば、系の最

小の長さスケールは 2aになって、より長波長の成分の効果が見えやすくなってくる。（J̃(2a)が Si+1を仲介にして生じ

ているということは、aより短い距離（分解能）に注目しなければ分からないことである。）これを逐次的に続けてゆけ

ば、長さ 2a以上、長さ 4a以上、· · · というように、長波長成分だけに注目してゆくことができる（図 4）。こうして、あ
る長さX ≫ a以上離れたサイト同士しか注目しない場合の有効的な相互作用 J̃(X)や磁場 h̃x(X)が得られる。そして、
この「繰り込まれたパラメータ」を見れば、長波長極限の系の振る舞いがつかめる。たとえば、もし h̃x(X → ∞) = 0
なら、「十分長波長における系の振る舞いを見ると、磁場の影響は全くありません」ということになる。

このようにして、繰り込み群は注目する長さスケールを変化させてゆくことにより、ハミルトニアン（の中のパラメー

タ）の変化を追いかけて、系の振る舞いを知ることを可能にするのである。普通は、J̃(X), h̃x(X)を求める際には、X
を変数とした、一階連立の微分方程式が出てくるので、それを「繰り込み群方程式」とよぶ。また、ここで説明したよ

うな実空間での解像度を下げてゆくような議論は、「実空間繰り込み」とよばれる。理論的には、上述のプロセスを波数

空間で行い、波数のカットオフを Λ → Λ/b, b > 1のように狭めてゆく方法をとることが多い。波数の大きい状態を「ま
びいて」、それらが担っていた役割を、波数の小さい状態たちに押し込むのである。運動量・エネルギーのカットオフ Λ
は、実空間繰り込み群の粗視化のスケールX と対応する。この節の目標である Hertz-Millis理論も、波数空間での繰り
込み群解析である。

繰り込み群は、これまで物性物理だけでなく、素粒子論や微分方程式論などでも広く使われてきた。物性物理におけ

る有名な例は近藤効果に対するWilson理論で、そこでは系の特徴的エネルギースケール（∼温度）を下げるとともに
結合定数 J が変化してゆく様が明らかにされたのであった。図 5(a)は、繰り込み群による、運動量・エネルギーカット
オフ Λ ∼ T を下げていったときの有効的結合定数 J±, Jz の変化である [33]。このような J の流れを、繰り込み群のフ

ローという。低エネルギーでは反強磁性相互作用の結合定数 J は、有効的に強まってゆくことが見て取れる。また、量

子臨界現象に関連した有名な例として Chakravartyらによる反強磁性スピン系の解析がある [34]。彼らは、系の運動量・

X ∼ 10−2m くらいのスケールでは連続的な流体であると認識される。スケール X の水の運動を理解するには、スケール x の概念である分子とい
う枠組みは直接必要はない。水分子という情報は、スケール X においては、粘性などの流体を特徴付けるいくつかのパラメータの中に「繰り込まれ
て」しまっているのである [32]。
このように考えると、スピンモデル (1) そのものが、電子が空間的に運動しながらクーロン相互作用を感じるという状況を、J の中に「繰り込ん

で」しまい、有効的にスピンだけを考えているものだともいえる。（ここで「繰り込み」という言葉は、「ある物理的な効果や性質などを、なにか（別
の）性質や概念の中に吸収させて捉える」という意味で使っている。）
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(a) (b)

図 5: (a)不純物近藤モデルにおける相互作用結合定数 J±(縦軸)と Jz(横軸) の繰り込みのフロー。ρは Fermi面での状
態密度 [33]。(b)系の次元 d > 2場合の、反強磁性体の繰り込み群のフロー。g, tはそれぞれ結合定数と温度である [34]。
斜線の部分は反強磁性の磁気秩序状態である。

エネルギーのカットオフを Λ → Λ/b, b > 1 に変化させて分解能を下げてゆくとき、結合定数 g（～スピン・スティッフ

ネスの逆数）と温度 tが大きくなるように見えるか、小さくなるように見えるかを調べた。二つのパラメータ (g, t)を、
bの関数 g(b), t(b)として示したものが図 5(b)である。（ここでは繰り込み群のフローの例としてこの図を紹介している
だけなので、理論の詳細については述べない。）t = 0, g = gc に流れの湧き出し口（不安定固定点）があり、これが AF
QCPである。このQCPから高温に向かってフローがあり、QCP上の量子臨界領域にQCPの特異性を「運んで」いっ
ている様子が分かる。量子臨界領域における物理量の特異性は、このようにして QCPと関連付けられるのである。以
下に紹介する Hertz-Millisの理論も基本的には、これらの繰り込み群解析と同じ枠組みのものである。

[Hertz-Millis理論]
Hertz-Millisは作用 (4)に対して、波数・周波数のカットオフを Λk → Λk/b,Λω → Λω/bz, b > 1のようにスケール変

換し、このときの系の変化を調べて、b↘ 1で次の繰り込み群方程式を得た。

dT (b)
d ln b

= zT , (7)

dδ(b)
d ln b

= 2δ + 12uf2(T , δ), (8)

du(b)
d ln b

= (4 − d− z)u− 18u2f4(T , δ). (9)

両辺に現れる T , δ, uはすべて bの関数で、くりこまれた量である。Λ = Λ0(≡ 1ととる) での初期条件は T = T, δ =
δ0, u = u0 で、f2, f4 はここではあらわな形は示さないが T (b), δ(b)の関数である。
この式で特徴的なことは、deff = d+ zが deff > 4であれば、式 (9)の右辺は負になり、u(b)はゼロに繰り込まれると

いうことである。そのため、d = 2, 3, z = 3と d = 3, z = 2の場合には uはゼロに繰り込まれ（このような場合、uの項

は irrelevantとよばれる）、d = 2, z = 2の場合には、式 (9)の右辺の線形項はゼロになり、この範囲では uは変化しな

い（このような場合、uの項はmarginalとよばれる）。このように、上部臨界次元 du （d > du では相互作用が重要で

なくなる次元）が du = 4 − zとなることは量子相転移の特徴であり、このとき広い範囲で u = 0の系（ガウシアンモデ
ル）の振る舞いが実現される。

また、この式からすぐに分かることは、温度が T (b) = Tbz のように繰り込みとともに上昇してゆくことである。これ
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は、系を特徴付けるカットオフが 1/b, 1/bz に縮められた場合には、相対的に温度が上がって見えるということである。
繰り込みの流れに沿って bを大きくして長波長に注目してゆくと、T (b)が大きくなって b ≃ b0 で T (b0) ≃ 1となると、
揺らぎ ϕにとって系の時間的大きさ Lτ は有限に感じられるようになる。（なぜなら、T (b) ≪ 1では ξτ ≪ Lτ だったの

が、T (b) ∼ 1では ξτ ≫ Lτ になるからである。）もう一つの特徴的な bは δ(b1) ≃ 1で与えられ、系がスケーリング領
域にあるためには δ(b1) < 1が必要である。したがって bは、(I)b≪ b1 ≪ b0,(II)b≪ b0 ≪ b1, (III)b0 ≪ b≪ b1 の３つ

の領域に場合分けされる。(I)では T ≪ rνz、(II)と (III)では T ≫ rνz で、ν = 1/2である。
とくに領域 (III) では T ≫ rνz で、初期条件として QCP からの距離が r 方向より温度方向に離れているために、

繰り込みの流れにおける温度上昇の効果が顕著である。このとき、d = 2, 3で、温度上昇 T (b) = Tbz の「速度」は、

u(b) = u0b
4−d−z がゼロに収束する「速度」より速く、v(b) ≡ T (b)u(b)は bとともに大きくなる。そのため、δ(b)は特

徴的な温度依存性をもつことになる。実際、繰り込み群方程式は高温で f2 ∼ CT となるために、

dδ

d ln b
= 2δ + 12Cv,

dv

d ln b
= (4 − d)v

となって、δにはv = T uからくる温度依存性が残る。これは、QCP T = 0での基底状態の特異性に対応する δ ∼ (g−gc) = 0
が、有限温度 T > 0まで運ばれてくるということを示している。このことが起こるためには、T に関する繰り込みが必
要なので、ひいては χ(q, iωn)の（松原）周波数依存性が重要なのである。したがって、「（虚）時間方向でのモード間結
合のダイナミクスが、T = 0の QCPでの特異性を有限温度まで浸み出させる」ということができる。
また、領域 (I)では T ≪ rνz で、初期条件としてQCPからの距離が温度方向より r方向に離れているために、δは r

によって支配される。このとき T = 0の極限を考えると、f2 ∼const.となるので、δ(b) ≃ b2[δ0 + 12u0f2(0)/(d+ z− 2)]
となる。この δが δ → 0となる点がQCPであるので、r = (δ0 − δ0c)の中に現れる δ0cは δ0c = −[12u0f2(0)/(d+ z−2)]
であることが分かる。

さらに詳しく繰り込み群方程式を解析すると、δ(b1) ∼ (b1/ξ)2から、ξ(T, r)はそれぞれの領域で次のような振る舞い
をすることが分かる。

[d = 3, z = 2, 3の場合 (irrelevant)]
(I)i.e.T ≪ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ |r|,
(II), (III)i.e.T ≫ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ r + (B + C)uT 1/ψ,

(
ψ = z

z+d−2

)
.

[d = 2, z = 3の場合 (irrelevant)]
(I)i.e.T ≪ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ |r|,
(II), (III)i.e.T ≫ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ r + (B −A lnT )uT 1/ψ.

[d = 2, z = 2の場合 (marginal)]
(I)i.e.T ≪ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ |r|,
(II), (III)i.e.T ≫ |r|νzのとき、　ξ−2 ≃ f(r) − T ln | lnT |

lnT .

ここで、A,B,C は定数で f は rの関数である（詳しい値などは文献を参考にしてください）。(II)と (III)はまとめて
かいてあるが、(II)領域では第一項が、(III)領域では第二項が支配的である。これらより、(d, z)によらず ξは領域 (I)
では温度依存性をほとんどもたず、揺らぎの振る舞いは、コントロールパラメータによるQCPからの距離 |r|だけで決
まっている。一方、領域 (II)(III)では温度依存性が重要となり、その振る舞いは系の次元 (d)や揺らぎの種類 (z)に強
く依存している。この場合は、揺らぎの振る舞いは温度 T によって決まっている。静的帯磁率 χQは相関長 ξを用いて、

χQ ∝ ξ2 なので、上の ξの振る舞いは χQ の振る舞いとして観測される。
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このセクションのまとめ� �
• 繰り込み群は、エネルギーの高い状態をうまく「まびいて」、低エネルギーの状態を解析する、粗視化のプロ
セスである。

• カノニカル・フェルミ液体領域 (I)では、相関長 ξはほとんど温度に依存せず、圧力などのパラメータ rに強

く依存する。

• 異常フェルミ液体領域 (III)では、T = 0のQCPの影響をうけて、ξが特徴的な温度依存性をもつ。また、そ
の依存性は系の次元 (d)や揺らぎの種類 (z)に依存する。

• 上記の二つの領域は、クロスオーバー領域 (II)を経てなめらかにつながっている。� �
2.5 self consistent renormalization理論

GLW作用の４次項（モード間結合）を評価するのには別のやり方もある。Moriyaらによる SCR理論 [7, 8, 27, 28, 29]
では、４次項を適当に取り込み「よい２次形式」で作用を表わすことによって、物理量の振る舞いを解析する。Bogolubov-
Feynmann不等式から、真の自由エネルギーは Ftrueはパラメータ δを含む変分自由エネルギー Fvarと次の関係がある。

Fvar = Fδ + ⟨S − Sδ⟩Sδ
≥ Ftrue.

ここで、S は４次項まで含む式 (4)であるのに対して、試行作用 Sδ は２次形式のみの

Sδ =
1
2

∑
q

[δ + (q − Q)2 + |ωn|/Γq]ϕq · ϕ−q

という形である。また、Fδ は Sδ の自由エネルギーである。⟨· · · ⟩Sδ
は Sδ が２次形式なので実行できて、

Fvar =
1
2β

∑
q

ln[δ + (q − Q)2 + |ωn|/Γq] +
1
2β

∑
q

δ0 − δ

δ + (q − Q)2 + |ωn|/Γq

+3u0V

(
1
βV

∑
q

δ0 − δ

δ + (q − Q)2 + |ωn|/Γq

)2

となる。これを δで変分して、∂Fvar
∂δ = 0より、

δ = δ0 + 12u0
1
V

∫
ddq

(2π)d

∫ Γq

0

dω

π
coth

ω

2T
ω/Γq

[δ + (q − Q)2]2 + (ω/Γq)2
(10)

を得る。これが SCR理論の self consistent方程式で、繰り込まれた δは T, δ0 の関数 δ(T, δ0)として計算される。この
ようにして計算される δは、前節で議論した繰り込み群による解析と一致する。SCR理論の方程式においても、ωn依存
性が δの振る舞いに重要な役割を果たしていることが分かる。また、SCR理論では δが特異な T 依存性を示すのは量子

臨界領域の中の狭い低温領域だけで、それより高温の広い領域では、ξは ξ−2(T ) = T + θという Curie-Weiss的な振舞
いを示す。この Curie-Weiss則は遍歴的な電子系のスピン励起が示す振る舞いであり、量子相転移に特有の振る舞いで
ある。これは繰り込み群による解析では示されておらず、SCRの方程式 (10)を数値的に解くことによって得られたもの
である。この違いは、Hertz-Millisの繰り込み群ではモード間結合を摂動論的に扱っているのに対し、SCRでは変分計
算によりモード間結合の非摂動効果まで取り入れられているからであると考えられる。9実験的には、この Curie-Weiss
的振る舞いは多数の物質で確認されている。SCR理論は実験から決定されるいくつかのパラメータを含んでおり、それ
らを用いることによって定量的な解析ができるという利点がある。
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図 6: SCR理論による磁気量子臨界点近傍の典型的な相図 [8]。縦軸は温度 T、横軸はコントロールパラメータ U/W (U
は電子間相互作用の強さで、W はバンド幅)。QCPでの U を Uc とかくと、図 2の横軸とは r = W (1/U − 1/Uc)の関
係がある。QCは Quantum Criticalの略。「Fermi liquid」、「non-Fermi liquid」は、本稿ではそれぞれ、カノニカル・
フェルミ液体、異常フェルミ液体のことである。

図 6はこれらの結果をまとめた相図であり、図 2との違いは、Curie-Wiess領域の有無である。また、SCRの数値計
算の例として、3次元 AFの場合の静的帯磁率、比熱、NMR 1/T1、電気抵抗を図 7 に示す [29, 30, 31]。帯磁率や比熱
は SCRの枠組みのみ求められるが、電気抵抗についは Boltzmann方程式を用いている。1/χQは極低温での∼ T 3/2 か

ら温度が上がるに従って ∼ T + θのような Curie-Weiss的振る舞いになることが見て取れる。χQ ∝ ξ2 であるから、帯

磁率の温度依存性はそのまま相関長の温度依存性と関係付けられる。相関長の特徴的振る舞いに伴って、比熱、1/T1、

電気抵抗もそれぞれ、カノニカル・フェルミ液体とは異なる温度依存性を示している。

このセクションのまとめ� �
• SCR理論は、相関長 ξに関する self consistentな方程式 (10) を導き出す。

• SCR理論の方程式 (10)を解くと、量子臨界領域の中の低温領域で ξ に特徴的な温度依存性が現れる。また、

その温度依存性は繰り込み群による解析結果と一致する。

• ξ がそのような温度依存性を示すのは比較的狭い温度領域で、それより上の広い温度領域では、Curie-Weiss
的振る舞いが現れる。� �

2.6 量子臨界点近傍の物性

以上のように、量子臨界点近傍では ξ(T, r)が特異な温度依存性や外部パラメータ依存性をもち、そのためにさまざ
まな物理量も特徴的な温度依存性を示す。物理量の中には、系の臨界的性質だけから定まるユニバーサルな量と、臨

界的性質に加えて系の詳細にも依存しうる量とがある。前者としては Fermi面の全体で積分するようなバルク量があ
り、後者として Fermi面の形状にも依存する輸送量がある。ここでは、バルク量として比熱 C、NMR 1/T1 を、輸送

量として電気抵抗率 ∆ρ = ρ − ρ0 の振る舞いを考える。比熱は自由ネルギーの温度微分から得られ、NMR 1/T1 は公

式 1/T1T ∝ limω0→0(1/N)
∑

q Imχ+−(q, ω0)/ω0 から求まる。また、電気抵抗は Boltzmann方程式や電子の自己エネ

9このことは上田和夫 氏にご指摘いただいた。
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図 7: SCR理論による 3次元 AF揺らぎの場合の、帯磁率 χ0/χQ(左上)、NMR 1/T1(右上)、比熱 C/T (左下)、電気抵
抗 R(右下)の温度依存性 [29, 30, 31]。tは適当にスケールされた温度。

ルギーの虚部からも求められる。10 表 1は量子臨界領域 (III)における物理量の温度 T 依存性、表 2は Fermi液体領域
(I)における物理量のコントロールパラメータ r依存性である。これらは繰り込み群と SCR理論の結果をまとめたもの
で、ξが量子臨界領域の高温側で Curie-Wiess的振る舞いを示すことを「· · · →CW」とかいた。また、量子臨界領域で、
d = 3反強磁性揺らぎの場合に、電気抵抗が、低温での T 3/2から高温で T 的振る舞いにクロスオーバーすることが SCR
理論で示されている。

物理量 FM d = 3 FM d = 2 AF d = 3 AF d = 2 CFL

ξ−2 ∼ χ−1
Q T 4/3 →CW −T lnT → CW T 3/2 →CW −T ln | lnT |/ lnT →CW const.+T 2

C/T − lnT T−1/3 const.−T 1/2 → − lnT − lnT const.

1/T1T χQ χ
3/2
Q χ

1/2
Q χQ const.

∆ρ T 5/3 T 4/3 T 3/2 → T T T 2

表 1: 量子臨界領域 (III)における物理量の温度依存性。「Tα → CW」や「Tα → T β」は、QCPにごく近い低温では
Tα のように振る舞い、高温では Curie-Weissや T β のようになることを示す。FMは強磁性、AF反強磁性。比較のた
めにカノニカル・フェルミ液体 (CFL)における温度依存性も示してある。

セクション 2.2でも触れたが、電気抵抗に関連して一言だけ述べておく。電気抵抗は、ほとんど準粒子の寿命 τqpだけ

で決まることが多い (∆ρ ∝ τ−1
qp )。したがって、∆ρの温度依存性は、準粒子の寿命の温度依存性であると解釈される。

表 1をみると、どの場合も、τqp ∼ T−α のベキは α ≥ 1である。つまり、十分低温では、準粒子が熱的に壊される時間
スケール τthermal ∼ T−1 よりも、準粒子の寿命 τqpの方が長いのである。したがって、異常フェルミ液体領域（量子臨

10電気抵抗率に対しては、Fermi面上のどの部分の電子が伝導に寄与するかということ [35]や、不純物散乱の効果が大切になるということ [36]が
指摘されている。また、AF の場合にミクロなモデルで Kubo 公式を使った研究でも、表 1 と同じ振る舞いが示されている [37]。
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物理量 FM d = 3 FM d = 2 AF d = 3 AF d = 2

ξ−2 ∼ χ−1
Q r r r r

C/T − ln r r−1/2 const.−r1/2 − ln r

1/T1T χQ χ
3/2
Q χ

1/2
Q χQ

∆ρ/T 2 r−1/2 r−1 r−1/2 r−1

表 2: FL領域 (I)における物理量のコントロールパラメータ r依存性。r ≥ 0は量子臨界点からの距離で、Stoner因子
S = [1 − Uχ0(Q, 0)]−1 とは r−1 = S の関係がある。この領域では温度依存性は弱い。

界領域）においても、準粒子というものはよく定義される。（ただし d = 2, z = 2の２次元 AFの場合には、marginal
フェルミ液体といわれる状態である [15]。）しばしば重い電子系で、異常フェルミ液体的性質を示しつつより低温で超伝
導状態が現れるのは、準粒子の寿命がそれなりに長く、Cooperをつくることができるからである。また、r = 0のQCP
直上で準粒子ウエイトが z = 0となるような場合には、そこでフェルミ液体がきちんと定義できなくなり、注意が必要
である。

このセクションのまとめ� �
• QCP近傍では、相関長 ξが特徴的な T, r依存性をもつために、比熱や 1/T1 や電気抵抗などにも特異な振る

舞いが現れる。

• カノニカル・フェルミ液体領域 (I)では、物理量の温度依存性は自由電子系と同じだが、その係数は QCPか
らの距離 rに敏感である。（表 2）

• 異常フェルミ液体領域 (III)では、物理量の温度依存性そのものが自由電子系と異なるものとなる。（表 1）

• 異常フェルミ液体領域においても、フェルミ面は存在し準粒子はよく定義される。ただし、２次元反強揺らぎ
でのmarginalフェルミ液体や、QCP直上の準粒子ウエイトがゼロになる領域においては注意が必要である。� �

3 強相関電子系の超伝導

このセクションでは、強相関電子系の超伝導を理論的に扱う基礎として、Eliashberg方程式を解説する [38, 39, 40]。
Eliashberg方程式は、ギャップ関数の周波数依存性や準粒子ダンピングの効果まで扱えるように、BCSギャップ方程式
を拡張した方程式である。Eliashberg方程式の性質や超伝導不安定性、さらに相互作用と超伝導対称性の関係について
議論し、unconventional超伝導と親しもう。最後に、スピン揺らぎ誘起の超伝導における、揺らぎの強さと転移温度 Tc

の関係などについても簡単に述べる。基本的な枠組みはウラン系のような多バンドの系にも一般的に通用するものであ

るが、ここでは簡単のためにシングルバンドのモデルを考える。

3.1 Eliashberg方程式～BCSギャップ方程式の拡張～

このサブセクションでは、BCSギャップ方程式の拡張として Eliashberg方程式を導く。BCS平均場理論は、⟨ck↑c−k↓⟩
のような量を平均場として扱う理論である。そのため、相互作用の強い系を定量的に考えたいときには、強相関効果を

取り入れるための拡張が必要であることをあらかじめ述べておく。それを可能にするのが Eliashberg方程式と呼ばれる、
拡張されたギャップ方程式である。
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BCS平均場理論によると、スピン回転対称な系では、超伝導ギャップ関数はシングレット・トリップレットの両方とも、

∆(k) = − 1
N

∑
k

V (k,k′)
tanh(βEk′/2)

2Ek′
∆(k′) (11)

という形にまとめることができる。ここで、Ek =
√
ε2k + ∆(k)2 はBogolubov準粒子の分散で、V (k,k′)は波数 (k′,−k′)

の電子対が波数 (k,−k) に散乱される様を表すペアリング相互作用である。この平均場ギャップ方程式は弱結合の場合
に有効であり、相互作用 V にもギャップ関数∆にも周波数依存性はない。そのため、V に関しては、電子が相互作用す
るときに有限の時間が必要であること（遅延効果）が入っておらず、また、相互作用の及ぶエネルギー範囲を指定する

ために勝手なカットオフ（デバイ振動数など）を導入しなくてはならない。前者は、エネルギー的に離れた電子たちは

エネルギー的に近い電子たちより相互作用が弱いことに対応している。このため、前者と後者は本質的には同じことで

あり、V の周波数依存性を正しく扱えば自然に導入される性質である。電子の性質に対しては、Cooperペアをつくる電
子自身が散乱されて寿命をもつ効果（準粒子ダンピング）と、Cooperペアを作れるようなよい準粒子である電子状態が
減る効果（準粒子繰り込み）が入っていない。この二つは、理論的には電子の自己エネルギーに対応している。強相関

電子系ではこれらの効果は重要になってくるため、BCSギャップ方程式 (11)を改良して遅延効果や自己エネルギーを取
り込む必要がある。

BCSギャップ方程式：
相互作用の遅延効果と、電子の準粒子ダンピング・繰り込みの効果が入っていない。

⇒これらの強相関効果を取り入れた、Eliashberg方程式が必要。

求めるべき新しい方程式は、周波数に依存する V (k, k′) = V (iωn,k; iωn′ ,k′)と∆(k) = ∆(iωn,k)を含み、特別な場
合として、周波数 ωn に依存しない V (k, k′) = V (k,k′),∆(k) = ∆(k) のときには BCSギャップ方程式を再現するもの
でなくてはならない。そこで、ωn 軸を囲むような経路での以下のような積分が、∫

C

1
z2 + E2

k

f(z)dz = −T
∑
ωn

1
ω2
n + E2

k

+
tanh(βEk/2)

2Ek

= 0

であることを思い出すと（f は Fermi分布関数）、求めるべき方程式は

∆(k) = − T

N

∑
ω′

nk′

V (k, k′)
∆(k′)

ω2
n′ + ε2k′ + ∆(k′)2

となりそうである。これで V と∆が周波数依存性をもつ場合のギャップ方程式が導けたわけであるが、さらに電子の正
常自己エネルギー Σn(k)を導入して電子間の非弾性散乱の効果を取り入れるには、基本的には、εk → εk + Σn(k)とす
ればよい。最終的に得られたギャップ関数に対する方程式を、Eliashberg方程式という。多くの教科書では、Nambu形
式というものを用いて Eliashberg方程式を導出しており、そこでの表記にしたがうと、

F (k) =
∆(k)

[iωn − εk − Σn(k)][iωn + εk + Σn(−k)] − |∆(k)|2
(12)

という異常 Green関数を用いて、Eliashberg方程式は次のようにかける。

非線形 Eliashberg方程式� �
∆(k) =

T

N

∑
k′

V (k, k′)F (k′). (13)

� �
これは Feynmannダイアグラムで表すと図 8のようになっており、周波数・波数 (k′,−k′) = (iωn′ ,k′;−iωn′ ,−k′)の電
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子対が相互作用 V (k, k′)によって散乱されて (k,−k)の電子対になり、その過程を通じて Cooperペアが形成されてゆく
ことを表している。

図 8: 非線形 Eliashberg方程式 (13)のダイアグラム。

この方程式はすべての温度領域で成立するが、とくに T ≃ Tc の近傍では方程式を線形化して、

線形 Eliashberg方程式� �
∆(k) = − T

N

∑
k′

V (k, k′)G(k′)G(−k′)∆(k′), (14)

G(k) =
1

iωn − εk − Σn(k)
(15)� �

という線形化された Eliashberg方程式を用いることが多い（図 9）。これは連続的な超伝導転移の転移温度を求める際に
有用である。また、G(k)は（正常）Green関数であり、この中に準粒子の繰り込みの効果が入っている。式 (14)の右
辺は、「Cooperペアを作ろうとしている電子対がG(k), G(−k)で記述されるように運動し、V でペアリング相互作用を
する」ということを主張している。

図 9: 線形 Eliashberg方程式 (14)のダイアグラム。

g2(k) ≡ G(k)G(−k) = |G(k)|2は、フェルミ面近傍の kに対して値が大きく、フェルミ面から遠い kに対しては値が

小さい。これは、T = Tc でフェルミ面近傍の電子だけが超伝導に参加する、ということの現れである。また、g(k)は
相互作用がない場合にも最大値のピークは温度 T によってぼやけており、T → 0にしたがってシャープになってゆく。
ただし、強相関系では (i)準粒子の寿命によって、フェルミ面がさらにぼやけていることにも注意が必要である。相互
作用によって (ii)準粒子のウエイトが減っていることも、転移温度の評価の際には重要になる。これをみるには、松原
周波数 iωnでなく普通の周波数 ωを用いた Green関数を、フェルミエネルギーである ω ≃ 0あたりで近似するとよい。
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Σn(ω) ≃ ReΣn(0) + iImΣn(0) + ∂ReΣn(0)
∂ω ωと近似して（通常 ∂ImΣn(0)

∂ω = 0である）、

G(k) ≃ zk
ω − ε̃k + iγk

,

zk =
(

1 − ∂ReΣn(0)
∂ω

)−1

,

ε̃k = zk[εk + ReΣn(0)],

γk = −zkImΣn(0).

(i)は準粒子が γ−1
k という寿命をもっているということであり、(ii)は Green関数の絶対値が zk ≤ 1倍されていること

に対応する。これより、g2(k) = G(k)G(−k) = |G(k)|2は、Σnのないときに比べて全体的に小さくなっていることが分
かる。そのフェルミ面での値は zk 倍になり、その幅は γk の分だけブロードになる。

方程式 (13)、(14)は基本的には、よく定義された準粒子が Cooperペアをつくるという描像に基づいており、準粒子
の寿命がある程度長ければ超伝導状態を表す解を見つけることができる。そして一旦ギャップ∆(k)が求まれば、それを
用いて超伝導状態の熱力学量を解析することができる。この意味で Eliashberg方程式は、超伝導状態を解析する上で最
も基本的な方程式である。ちなみに、ギャップ関数が分かれば熱力学的性質が分かるということは、常伝導状態で自己

ネルギー、ひいては１粒子 Green関数が求まれば、その熱力学的性質が分かるということと事情は同じである。ギャッ
プ関数はまさに超伝導状態における自己エネルギーであり、この意味で異常自己エネルギー（anomalous selfenergy）と
もよばれる。

Eliashberg方程式さえ解ければ、超伝導状態の熱力学的性質は理解できる。しかし、Eliashberg方程式にはインプッ
トとして正常自己エネルギー Σnとペアリング相互作用 V が必要であり、強相関系でこれらを計算することは容易では

ない。通常は、V や Σn を求める際に何かしらの近似を必要とする。
このセクションのまとめ� �

• BCSギャップ方程式 (11)は、強相関効果である、相互作用の遅延効果と電子の繰り込みや寿命の効果が入っ
ていない。

• Eliashberg方程式 (13),(14)は BCSギャップ方程式の拡張で、相互作用の遅延効果と電子の繰り込みや寿命の
効果が入っている。転移温度の定量的理解のためには、これらの効果が大切になってくる。

• Eliashberg方程式がきちんと解ければ、強相関効果を取り入れた上でのギャップ関数が求まり、超伝導状態の
熱力学的性質はすべて分かることになる。� �

3.2 ペアリング相互作用と超伝導

このセクションでは、Eliashberg方程式の性質やペアリング相互作用 V と∆の関係などについて議論する。Eliashberg
方程式を強相関系で解析するのは、一般には難しく、前述したように V,Σn の評価には近似を必要とする。しかし、
Eliashberg方程式は基本的性質として Cooper不安定性を含んでおり、このことが超伝導状態の解を与える。また、ど
のような超伝導状態が安定なのかといったより詳細な情報のためには、ペアリング相互作用 V の性質が必要であり、群

論的な一般論が有用となる [41]。

3.2.1 Cooper instability

ペアリング相互作用や Fermi面の形状などの適当な条件がそろえば、Eliashberg方程式は十分低温で解をもち超伝導
状態が現れる。この Eliashberg方程式の解の存在性の最も基本となっているのは、いわゆる Cooper不安定性である。
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これは、ペアリング相互作用や Fermi面の形状などの系ごとに異なるような詳細な事柄によらずに、Fermi面が存在し
ていることそのものが超伝導への不安定性をもつことを主張する（Fermi面効果）。それは線形化された Eliashberg方
程式 (14) から顕著に読み取ることができる。方程式の左辺を右辺に逐次代入してゆくと、

∆(k) = − T

N

∑
k1

V (k, k1)G(k1)G(−k1)∆(k1)

=
(
− T

N

)2 ∑
k1,k2

[V (k, k1)G(k1)G(−k1)][V (k1, k2)G(k2)G(−k2)]∆(k2)

= · · ·

のように V GGがひと固まりで何回も現われて、多重散乱が記述されていることが分かる。これをダイアグラム的に表

したのが図 10である。V は系の詳細によるが、G(k)G(−k)部分（particle-particle bubble）は V とは独立に常に存在

図 10: 線形 Eliashberg方程式 (14)の左辺を右辺に逐次代入したダイアグラム。

し、これが log的発散と関係するために、方程式に非自明解が存在することになる。このことは、磁気秩序に対する帯
磁率と同じようなものである、超伝導感受率 Pµ(q)に見てとれる [42]。超伝導感受率はペアリング状態への不安定性を
測る量で、

Bqµ =
1
2

∑
kαβ

dµ(k)(iσµσ2)
†
αβck+qαc−kβ , (16)

Pµ(q) =
∫ β

0

dτeiωnτ ⟨Bqµ(τ)B†
µ(0)⟩ (17)

で定義される。ここで dµ(k), µ = 0 ∼ 3 は（singlet まで含めた）d-vector で、超伝導ギャップの波数依存性を表す。
G(k)G(−k)の発散性をみるには、Pµ を最も簡単な場合である相互作用のない場合に評価すればよい。

P 0
µ(q, iωn) =

T

N

∑
k

|dµ(k)|2G0(k + q)G0(−k)

= − 1
N

∑
k

|dµ(k)|2 1 − f(ε(k + q)) − f(ε(−k))
iωn − [ε(k + q) + ε(−k)]

.

式の中にG0(k+ q)G0(−k)という、G(k)G(−k)に対応するものが入っていることが大切である。これは q = 0, iωn = 0
で最大をとり、11 その値は

P 0
µ(q = 0, iωn = 0) ≃ ⟨|dµ(k)|2⟩FSN(0) log

(ϵc
T

)
(18)

のように log T で発散する。ここで、f は Fermi分布関数、ϵc は適当なエネルギーカットオフである。これは相互作用
のない状況でも、系に基本的に備わっている不安定性である。この発散は、Eliashberg方程式の散乱過程 V GGが低温

で log的に効いてくることを示しており、ある程度一般的な状況でも超伝導の発現を期待させる。この事情は基本的に
は、BCSギャップ方程式と同じである。
しかし、このような基本的な超伝導への不安定性はあるものの、実際に超伝導がおこるかどうかは∆, V の詳細やFermi

面の形状などにも強く依存する。
11q は Cooper ペアの重心運動量であり、q ̸= は Fulde- Ferrel-Larkin-Ovcchinikov 状態に対応する。
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• たとえば、⟨|dµ(k)|2⟩ ≤ 1なので、相互作用を考えなければ、異方的超伝導は fullギャップに比べて Cooper不安
定性は弱い。

• 他にも、ペアリング相互作用が非常に強く k依存性をもつ場合は、V は一般には Fermi面の全面で引力的である
ことはなく、引力的である Fermi面上の k点で状態密度が大きいとも限らない。この場合には超伝導は起こりに

くく、Pµ はなかなか発散しない。

• あるいは反対に、V が引力的である Fermi面上の点で状態密度が大きいこともありうる。高温超伝導体はこのよ
うな場合に相当していると考えられ、ネスティングベクトルQ = (π, π)による散乱は、van Hove特異点の電子に
対し dx2−y2 超伝導への強い引力としてはたらく。

このようなことは、Pµを相互作用の影響まで考慮して計算することでも議論できる。実際、Pµ(q = 0, iνn = 0)のダ
イアグラムは図 11 のようになっていて、その中にペアリング相互作用 V (k, k′)を含み、

Pµ(0) =
T

N

∑
k

|dµ(k)|2G(k)G(−k) +
(
T

N

)2∑
kk′

d∗µ(k)G(k)G(−k)Vµ(k, k′)G(k′)G(−k′)dµ(k′)

と表される。右辺は、線形化された Eliashberg方程式 (14)の両辺に (T/N)
∑
k ∆∗

µ(k)G(k)G(−k)したものと基本的に
同じである。したがって、Pµの発散と Eliashberg方程式が非自明解をもつことは同値である。このことを用いて、高温

図 11: 超伝導感受率 P のダイアグラム。

から Pµを評価することによって超伝導転移温度 Tcを見積もることもできる。これは（反）強磁性に関して、帯磁率の

発散的振る舞いから Curie温度や Neel温度を決めることと同じやり方である。詳細は述べないが、たとえば functional
renormalization groupという計算方法で、２次元正方格子の系に対して d0(k) ∼ (cos kx − cos ky) という対称性の P0

（論文では χdw と表されている）を計算すると図 12のようになる [43]。挿入図はフェルミ面で、反強磁性秩序に対応す

図 12: d波超伝導、強磁性、反強磁性のそれぞれに対する感受率 χdw, χFM, χAF の計算結果 [43]。実線が χdw、太い点

線が χAF、薄い点線が χFM。横軸は理論のエネルギー単位 tで測った温度 T。縦軸は任意の単位 (arbitrary unit)で測
られていて、絶対値に意味はない。

るQ = (π, π)での帯磁率 χAFと、強磁性秩序への不安定性を測る χFMも同様に評価されている。横軸は、理論のエネ
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ルギー単位 tで測った温度 T である。これを見ると、完全ネスティングする Fermi面では χAFが高い温度で発散し、AF
への不安定性が一番大きいことがわかる。この発散する温度以下では、系は反強磁性相にあるということになる。少し

ネスティングが悪くなった Fermi面では、χdw が先に発散し、d波が安定化する。さらに右端のグラフの場合には、強

磁性が安定化する。

このセクションのまとめ� �
• Eliashberg方程式は、BCSギャップ方程式と同様に、基本的性質として超伝導への不安定性を含んでいる。

• この不安定性を図る指標である（磁気秩序に対する帯磁率に対応する）超伝導感受率は、相互作用がなくても
低温で − log T 的に発散する。

• 相互作用を考慮すると、超伝導が実際に起こりうるかどうかは、その波数依存性などに大きく依存する。� �
3.2.2 ペアリング相互作用と超伝導対称性

前節で Cooper instabilityについて解説したが、超伝導が発現するかどうか、発現するとしたらどのような対称性の
超伝導かという問題を議論するには、ペアリング相互作用や Fermi面の形状といった物質固有の情報を考慮する必要が
ある。ここでは、ペアリング相互作用と超伝導の対称性の関係について解説する。この議論のためには遅延効果や準粒

子ダンピングの効果は重要ではないので、簡単のため弱結合の場合を考える [41]。
一般にペアリング相互作用 V は、点群の規約表現の基底で展開され、

V (k, k′) =
∑
Γ

VΓ(k, k′) (19)

のようにかくことができる。例として系が SO(3)対称な場合を考え、ペアリング相互作用は、球形の Fermi面の近傍の
電子にのみはたらくとする。すると V は k,k′ の大きさによらず、その角度のみに依存するので、球面調和関数で展開

できる。k̂ = k/kF とすると、

V (k̂, k̂
′
) = v0 +

1∑
m=−1

v1mY
m
1 (k̂)Y m∗

1 (k̂
′
) +

2∑
m=−2

v2mY
m
2 (k̂)Y m∗

2 (k̂
′
) + · · · (20)

≡
∑
lm

Vlm(k̂, k̂
′
). (21)

Cooperペアの軌道角運動量を l = 0, 1, · · · とすると、それぞれ v0は l = 0(s)、v1mは l = 1(p)、v2mは l = 2(d)の超伝
導状態に対するペアリング相互作用の大きさで、上述の VΓに対応している。この中で特定の (l,m)の引力が他のチャン
ネルに比べて十分大きい場合には、相互作用は V (k̂, k̂

′
) ≃ Vlm(k̂, k̂

′
)と近似でき、超伝導ギャップ関数は Vlm と同じ対

称性をもつようになる。これはギャップ方程式からも理解できる。Fermi面近傍だけを考えると超伝導ギャップ関数も k̂

の関数だから球面調和関数で展開でき、

∆(k̂) =
∑
l

∑
m

clmY
m
l (k̂) (22)

とかける。ギャップ方程式は

∆(k̂) ∝ −⟨V (k̂, k̂
′
)∆(k̂

′
)⟩k′∈FS

∝ −vlmY ml (k̂)
∫
dΩk′Y m∗

l (k̂
′
)
∑
l′m′

cl′m′Y m
′

l′ (k̂
′
)

∝ −vlmclmY ml (k̂)
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となり、ペアリング相互作用と同じチャンネルの対称性しか残らない。係数まで含めて書いたときの最後の右式が左辺

と同じになるには、vlm < 0でなければならず、これは (l,m)という対称性のチャンネルが引力的でなければならない
ことを示している。

一般の点群 Gの場合にも同様の議論を行うことができる。ペアリング相互作用を点群 Gの表現の基底で展開して、

V (k,k′) =
∑
Γ

vΓφΓ(k)φΓ(k′) (23)

としたときに、ある対称性 Γのチャンネルが強い引力であれば、超伝導ギャップ関数は∆ ∼ cφΓ となるのである。この

ときの Bogolubov準粒子の分散は Ek =
√
ε2k + |cφΓ(k)|2 で、超伝導相での対称性は、この関数 Ek が不変となる部分

群H ⊂ Gまで低下することになる。たとえば φΓ = k2
x − k2

y の場合には、εk = k2/2mであっても kx, ky と kz は対等で

はなくなる。このような対称性の低下は、異方的超伝導体に特有の現象である。

このように V,∆は点群の規約表現によって分類されるが、V がどのような性質をもつのかは Fermi面の形状などの系
の詳細に依存する。たとえば、高温超伝導体では (i)k − k′ = Q = (π, π) の散乱が、ネスティングにより強く誘起され
る。さらに、(ii)フェルミ面上でこの条件を満たす波数は、k,k′ ≃ (±π, 0), (0,±π)という状態密度の高い van Hove特
異点のあたりの波数である。したがって、(i)より V は k − k′ = Qにピークをもち、(ii)より k,k′のみに注目する考え

方が正当化される。この考えの下では、V (k,k′) ∼ v(cos kx − cos ky)(cos k′x − cos k′y)のように近似できることになる。
この近似された V は k − k′ = Qに対しては、たしかに引力的で、他の散乱過程より強度も大きい。したがって、もと

もとのフェルミ面のもつネスティングの性質と van Hove特異性から、相互作用は、有効的に (cos kx − cos ky)という特
定の対称性をもつと考えられるのである。

このセクションのまとめ� �
• ペアリング相互作用 V が波数空間で特定の対称性をもつとき、V によって誘起されるギャップ関数も、同じ

対称性をもつ。

• 実際には V が特定の対称性だけをもつことはないが、フェルミ面などの系の詳細によって、有効的に特定の

対称性のチャンネルだけに強い引力が現れることが可能である。� �
3.2.3 スピン揺らぎと超伝導のパリティ

このセクションでは、ペアリング相互作用と超伝導のパリティ（スピン・シングレットであるか、スピン・トリップ

レットであるか）の関係について、相互作用がボソンの運動を表す関数Dを用いて V (k, k′) ∝ D(k − k′)とかける場合
に限って議論する。このような場合は、Cooperペアをつくる電子対が、お互いにDで表されるボソンを交換して引力

を感じていると解釈できる。

一般にギャップ関数は、４成分 d-vector(d0, d1, d2, d3)を導入して

∆(k) = [d0(k)σ0 + d(k) · σ]iσ2 (24)

と表すことができる。12 d0 はシングレット部分で、dはトリップレット部分である。結晶に空間反転対称性があれば、

通常、超伝導は偶・奇のどちらかのパリティのみをもち、ギャップ関数のうち d0,dのどちらかはゼロとなる。以下では

このような場合のみを考える。

スピン回転対称な場合には、Eliashberg方程式は dµ に対して、

dµ(k) = − T

N

∑
k′

Vµ(k − k′)G(k′)G(−k′)dµ(k′) (25)

12簡単のために前節では触れなかったが、対称性の議論は本来、この d-vector について行われる。
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とかける。ただし右辺で µに関する和はとらない。スピン揺らぎを媒介とするペアリング相互作用の場合、Vµ(q)はよい
近似の範囲で Vµ(q) ∝ D(q)にとることができ、q = Qという磁気秩序ベクトルQでピークをとる。たとえば Hubbard
モデルに対する乱雑位相近似では、

V0(q) = U +
3
2
U2χs(q) −

1
2
U2χc(q), (26)

Vi(q) = −1
2
U2χs(q) −

1
2
U2χc(q), (i = 1, 2, 3) (27)

となる。ここで

χs(q) =
χ0(q)

1 − Uχ0(q)
, (28)

χc(q) =
χ0(q)

1 + Uχ0(q)
, (29)

χ0(q) = − T

N

∑
G0(k + q)G0(k) (30)

である。これから分かるように、スピン揺らぎを媒介とする相互作用は帯磁率を部品にしてできおり、その χはスピン

励起の運動の様子を表している。つまり、V はスピン励起を交換して、電子間で相互作用していることを表している。

この RPAの式で一つ重要なことは、U の一次と χcの項を χsの項より小さいと思って無視すると、およそ |V0| ≃ 3|Vi|
となるという点である。これは、シングレットのペアリングに対しては、スピン揺らぎのうち縦揺らぎと二つの横揺ら

ぎの両方が寄与できるのに対して、トリップレットに対しては、横揺らぎはペアリングに寄与できないということから

きている。（∆↑↑ に寄与できるのは明らかに SzSz のような相互作用だけであり、スピン回転対称性から、各 di に対し

てもこの揺らぎしか効かないことが分かる。）

ごく単純な場合として、q = Qのスピン揺らぎが非常に強く、V (q = Q, iωn) ≫ V (q ̸= Q, iωn) である場合を考えよ
う。Vµ(q) ≃ vµ(iωn)δq,Q のようにかけるとすると、Eliashberg方程式は、

dµ(k, iωn) = −T
∑
ωn′

vµ(iωn − iωn′)|G(k − Q, iωn′)|2dµ(k − Q, iωn′) (31)

となる。

[µ = 0のとき]
RPAの表式より v0 > 0なので、d0(k −Q, iωn) = −d0(k, iωn) · · · (S)ならば方程式は成立しやすい。たとえば、反強

磁性Q = (π, π)に対して d0(k) = cos kx − cos ky であればよい。これは高温超伝導体の場合に対応する。また、µ = 0
に対してはQ = 0の場合は、(S)は d0(k) = −d0(k) となってしまい、偶パリティ性 d0(k) = d0(−k)と整合しない。つ
まり、強磁性スピン揺らぎ（Q = 0）はシングレット超伝導を引き起こしにくいということである。
[µ = 1, 2, 3のとき]

RPAの表式より vi < 0なので、di(k −Q, iωn) = di(k, iωn) · · · (T)ならば方程式を満足しやすい。これを満たす最も
単純なQはQ = 0で、強磁性スピン揺らぎはトリップレットを引き起こしやすいことが分かる。他にも、Q = (π, 0)の
ような AF揺らぎに対しては、di = sin ky のようなギャップ関数なら (T)は満たされる。しかしこのQは、|V0| ≃ 3|Vi|
であるために、di よりも d0 = sin kx sin ky を強く安定化させる傾向にある。
以上より、一般的な傾向として、反強磁性スピン揺らぎの場合にはスピン・シングレットが、強磁性スピン揺らぎの

場合にはスピン・トリップレットが好まれることが結論される。もちろん相互作用 V は一般には複雑な q依存性をもつ

ので、ここで述べた話は極端に単純すぎるが、直感的理解には役立つものである。
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このセクションのまとめ� �
• スピン揺らぎのうち、シングレットペアリングに対しては縦揺らぎも横揺らぎも寄与するが、トリップレット
ペアリングに対しては縦揺らぎしか寄与しない。結果として、|Vsinglet| ≃ 3|Vtriplet|となる。

• 一般論として、反強磁性揺らぎはシングレットを、強磁性揺らぎはトリップレットを好む。� �
3.2.4 スピン揺らぎと超伝導転移温度

磁気量子臨界点近傍においては、スピンの揺らぎが大きく、この揺らぎを媒介にして電子が相互作用しているという

描像が成り立つ。この場合、Cooperペアを形成するためのペアリング相互作用 V も、電子の寿命や繰り込みを与える

自己エネルギー Σn も、両方ともスピン揺らぎから生じる。前者は文字通り超伝導ペアリングを導くものであるが、後
者は超伝導ペアリングを起こしにくくする (対破壊効果)ので、必ずしもスピン揺らぎが強ければ強いほど超伝導転移温
度 Tcが高くなるというわけではない。また Tcの大きさは、ペアリング相互作用が特定の対称性をもつギャップ∆(k)に
対して、Fermi面上でどのくらい有効的に引力として働くことができるかという問題にも関係しており、物質の詳細に
も大きく依存することも忘れてはならない。

「スピン揺らぎの強さ ̸=転移温度の高さ」の例として、Monthouxらによるスピン揺らぎ誘起超伝導の転移温度の計算
結果を図 13 に示す。[44] 詳しくはセクション 4にて議論するが、グラフの縦軸 TSC/TSFは超伝導転移温度をスピン揺ら

図 13: Monthouxらによる、スピン揺らぎ誘起超伝導の転移温度の計算結果 [44]。縦軸がスピン揺らぎの典型的エネル
ギー TSF でスケールした転移温度で、横軸は格子間隔 aを単位にした QCP(κ = 0)からの距離。

ぎの特徴的なエネルギースケールで測ったものである。横軸 (κa)2 = (a/ξ)2は、格子定数 aを単位にしたQCP(κ = 0)か
らの距離を表している。また、nFM-dDは nearly ferromagneticな d次元系の略で、nAF-dDは nearly antiferromagnetic
な d次元系のことである。Ising-nFM-2Dは、Ising的な異方性をもつ強磁性スピン揺らぎに対する結果である。このグ
ラフから、Ising-nFM-2Dや nAF-3Dでは κ→ 0で TSCは最大になっているように見えるが、他の場合は必ずしもそう

ではない。このように、QCPから近ければそれだけ超伝導転移温度が高くなるというわけではなく、TSCの振る舞いは、

系の次元や揺らぎの種類にも依存している。（図 13の計算は幾分現象論的なモデルを使っているので、よりミクロなモ
デルを用いると、結果はさらに複雑なものとなりうる。）

また、以上の議論では準粒子の遍歴 f 電子ウエイト zf のコントロールパラメータ依存性を無視している。Ce系に圧
力をかけた場合には、伝導電子との混成が強まって zf が増える傾向にある。一方で、加圧によって反強磁性QCP から
遠くなってゆくとペアリング相互作用 V は弱まる。この二つの効果が競合するために、QCPから少し離れたところで
超伝導転移温度が最大値をとる可能性も指摘されている [45]。
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(a)

QCP

(b)

QCP

(c)

QCP

図 14: 磁気量子臨界点のある場合の典型的な相図。縦軸は温度 T、横軸はコントロールパラメータ r。TMは磁気秩序へ

の転移温度で、Tc は超伝導転移温度である。

このセクションのまとめ� �
• QCPに近くスピン揺らぎが強いほど、超伝導転移温度が高いとは限らない。なぜなら、ペアリング相互作用
が強くなる一方で、Cooperペアをつくる電子に対するダンピング（対破壊効果）も強くなり、これらが競合
するからである。

• QCP近傍の転移温度の振る舞いは、系の次元や、揺らぎが反強磁性的か強磁性的かということにも依存する。

• スピン揺らぎの強さだけでなく、コヒーレントな f 電子のウエイトも圧力依存性があるため、超伝導転移温

度の圧力依存性は複雑になりうる。� �
4 磁気的量子臨界点近傍における超伝導

イントロダクションでも紹介したように、重い電子系では磁性相に隣接するように超伝導が発見されることが多い。

その多くは超伝導を担う電子と磁性を担う電子は同一のものであり、ひとつの電子系が様々な状態を取ることができる。

そして、その状態どうしが互いに関連しあって相図を形成しているところが面白い。磁性と超伝導の関係においても様々

なバリエーションがあり、図 14のように超伝導相が磁性相の中と外に分離しているように見える場合や、磁性相と常磁
性相とに超伝導相がまたがっている場合や、常磁性相のみに超伝導相がみられる場合などがある。これらの相図の完全

な分類がなされているわけではないが、ここでは強磁性と反強磁性の場合に分けて、超伝導と遍歴的磁性の関係につい

て議論する。

4.1 強磁性の場合

このサブセクションでは強磁性量子臨界点近傍の超伝導について議論する。強磁性相近傍で超伝導がみつかっている物

質はU化合物に多く、UGe2、UIr、URhGe、UCoGeなどがある。また、重い電子系ではないが、ZrZn2やMnSiは強磁
性量子相転移に関連して精力的に研究されてきた。しかしながら、これらの物質のいくつかは δ-T 相図で δをチューニン

グしてゆくと２次転移が１次転移に変わってしまって、量子相転移が１次となり臨界点が現れない。13 図 15は UGe2、

ZrZn2の相図である。これらの強磁性量子相転移は１次転移である。また、図 16は UCoGeと UIrの相図であり、超伝
導に隣接する強磁性相の量子相転移は２次であると考えられている。１次量子相転移する系に対してはセクション 2で
考えたシナリオはそのままはあてはまらないが、URhGeでは図 17のように、磁化と垂直な磁場をかけることで量子相
転移が２次になることが報告されており、その近傍ではやはりスピン揺らぎが強くなっていると考えられる。

13強磁性量子相転移は、一般的に１次転移となる可能性も指摘されている。
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(a)

(b)

(a)

(b)

図 15: (左)UGe2[46]、(右)ZrZn2[47]の相図と磁化の圧力依存性。両方とも量子相転移は一次である。

図 16: (左)UCoGe[48]、(右)UIr[49]の相図。UIrでは強磁性相転移線がいくつかあるが、Tc1, Tc2は一次転移、Tc3は二
次転移であり、ρ ∼ T 5/3 が観測されている。

図 17: URhGeの相図 [50]。Hc = 0でHbを増やしてゆくと、二次転移が tricritical point(TCP)で終わり、一次転移に
なる。Hc をかければ TCPから二次転移線がHc 方向に伸び、QCPをもつ。
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4.1.1 強磁性量子臨界点近傍の超伝導転移温度

強磁性量子相転移近傍の超伝導には、超伝導相が強磁性相の内側だけで観測されているものと、超伝導相が強磁性相

と常磁性相にまたがって観測されているものがある。以下では、遍歴強磁性 QCP近傍における超伝導の発現について
議論する。14

前述のように強磁性スピン揺らぎの場合、ペアリング相互作用 V (q)は q = k − k′ = 0にピークをもち、そのため、
シングレット超伝導ではなくトリップレット超伝導を起こしやすい。スピン揺らぎの正常自己エネルギーへの寄与は超

伝導のパリティに関係ないが、ペアリング相互作用への寄与はパリティに依存しており、トリップレット相互作用の振

幅はシングレット相互作用の 1/3である。セクション 3でも述べたが、これは超伝導に寄与できるのは、χ∥, χ⊥ で表わ

される３種類のスピン揺らぎのうち縦揺らぎのみで、横揺らぎの２つのモードはトリップレット形成には寄与できない

ためである。このように、スピン揺らぎによるトリップレット超伝導に対しては、正常自己エネルギーに寄与するスピ

ン揺らぎモード数 (Ndepair=3)がペアリング相互作用に寄与するモード数 (Npair=1)より多いため、対破壊効果が顕著
となる。

さらに、強磁性スピン揺らぎがトリップレット超伝導を引き起こしている場合には、その揺らぎが Heisenberg的であ
るか、Ising的であるかによって超伝導転移温度の様子は変わってくる。これは、もしスピン揺らぎが Ising的なら、も
ともと揺らぎモードには縦揺らぎしか存在せず Ndepair = Npair = 1となって、対破壊効果が Heisenberg的揺らぎのと
きより相対的に弱められるからである。結果として、Ising的揺らぎの場合の Tc は Heisenberg的揺らぎの場合の Tc よ

り高くなる。

以上のことは基本的には常磁性相での議論であるが、強磁性相では横揺らぎはスピン波なので超伝導には重要ではな

く、超伝導に寄与するスピン揺らぎは Ising的性格が強い。15 そのため、常磁性相でスピン揺らぎが Heisenberg的なと
きは、強磁性相では横揺らぎモードからの正常自己エネルギーへの寄与（対破壊）が小さくなり、強磁性相の Tcは常磁

性相の Tcより高くなることが期待される。一方、常磁性相でスピン揺らぎが Ising的な場合には、強磁性相でその Ising
性が強まりはするが正常自己エネルギーはどちらの相でもそれほど変化しないため、Tcは強磁性相・常磁性相の両方で

ほぼ同じようになることが期待される。ただしこの議論は、強磁性相と常磁性相での状態密度の変化が無視できるほど

小さい場合に限られる。もちろん、磁気相転移に伴う状態密度の変化は物質の詳細に依存する。

Monthouxらは次のようなモデルで、磁気量子臨界点近傍の超伝導の転移温度を常磁性相で解析した [51]。16

S =
∑

c†ksεkcks + SSF, (32)

SSF =
∑

−2
3
g2

(
1
2
χ⊥(q)[S+

q S
−
−q + S−

q S
+
−q] + χ∥(q)SzqS

z
−q

)
. (33)

ここで χ⊥, χ∥ はそれぞれ横帯磁率、縦帯磁率であり、スピン揺らぎが Heisenberg的なら χ⊥ = χ∥ ≡ χで、Ising的な
ら χ⊥ = 0, χ∥ = χである。χはセクション 2の式 (6)である。モデルは２次元正方格子で定義されており、そのフェル
ミ面はおおよそ円に近いものである（Sr2RuO4 の γ バンドのフェルミ面に近い）。

摂動最低次で計算すると、正常自己エネルギーは常磁性相で、

Σn(k) =
T

N

∑ g2

3
[χ∥(k − k′) + 2χ⊥(k − k′)]G0(k′) (34)

である。同じく摂動最低次で Eliashberg方程式は、G = [(G0)−1 − Σn]−1 を用いて

∆(k) = − T

N

∑{
(g2/3)[χ∥(k − k′) + 2χ⊥(k − k′)]

(g2/3)χ∥(k − k′)

}
G(k′)G(−k′)∆(k′) (35)

14超伝導と局在スピンによる強磁性との関係も古くから研究されている。その場合、超伝導を担っている電子と強磁性を担っている電子が別物であ
る。これと異なり、UGe2 などでは、超伝導と強磁性は同じ電子が引き起こしている。

15縦揺らぎ成分に対しては、だいたい秩序モーメント mが QCPからの距離になり、mが小さい QCP近傍では縦揺らぎが超伝導発現の主要な引
力となる。もちろん、横揺らぎ成分がスピン波になることは反強磁性の場合も同じである。

16ここでは論文とは異なる表記を採用した。
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となる。上段がシングレット、下段がトリップレットに対する方程式である（このセクションではトリップレットの場

合のみを考える）。まず、自己エネルギーから準粒子ウエイトの逆数 Z(k, iπT ) =
(
1 − ImΣn(k,iπT )

πT

)
を求めると、17 図

18のように、強磁性揺らぎの場合には κ→ 0に向かって Zは増大し、準粒子ウエイトは小さくなる。Zが急激に大きく

図 18: フェルミ面上で平均した準粒子ウエイトの逆数 Z [51]。

なり始める κを κ∗とすると、κ≫ κ∗で系は Fermi液体的、κ≪ κ∗では非 Fermmi液体的であるといえる。（セクショ
ン 2の一般論によれば、絶対零度で強磁性の場合、C/T は QCPで発散するのであったが、このことは準粒子ウエイト
が QCPでゼロになることと対応している。）QCP κ = 0直上で Tc > 0であるか Tc = 0であるかは、ペアリング相互
作用が準粒子繰り込みによる対破壊に打ち勝つほどに強いかどうかによっている。

Monthouxらが上の Eliashberg方程式を解いた結果によると、Heisenberg的スピン揺らぎの場合には Tc は図 19(a)
のようになる。κを小さくしてゆく（臨界点に近づいてゆく）と、ある κ ̸= 0で Tcは最大値をとり、さらに小さくして

(a) (b)

図 19: p波に対する超伝導転移温度 [51]。Tsf , κ0は繰り込まれていないスピン揺らぎのエネルギースケールと長さスケー

ル。(a)Heisenberg的揺らぎの場合、(b)Ising的揺らぎの場合。

κ→ 0の極限では Tc は強く抑制されてくる。この Tc の抑制は上述の強い準粒子繰り込みによるもので、彼らの計算で

は κ = 0の QCP直上での Tc の値は示されていない。

一方 Ising的スピン揺らぎの場合には、図 19(b) のようになり、正常自己エネルギーに寄与するモードが一つなので、
Tc は Heisenberg的揺らぎのときよりかなり高い。さらにこのとき、κ → 0に向かってゆくときの Tc の抑制は小さく、

QCP直上でも超伝導状態が期待できる。これはすなわち、常磁性状態での超伝導相が強磁性状態においても存在してい
るであろうことを示している。

このことに関しては、Roussev[52]、Wang[53]、Fujimoto[54]らによってもより詳細に調べられ、Heisenberg的なスピ
ン揺らぎのときでさえ、非常に低いながらもQCP直上で Tc > 0であると結論されている。しかし、Heisenberg的な場

17これはおおよそ、ZR(k) =
(
1 − ∂Σn(k,0)

∂ω

)
のことである。
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合は、δの関数としての Tcの基本的振る舞いはMonthouxらの結果と同じように、Tc が最大をとる δ = δ∗より臨界点

に近い δ < δ∗(NFL領域)では Tc は急激に減少するため、本当に Tc > 0かどうかはかなり慎重な理論的取扱いを必要
とする。また、これらとは異なる理論結果として、超伝導ギャップ形成によるスピン揺らぎへのフィードバック効果を

考慮すると、超伝導転移が一次転移になり、QCP上でも高い Tc をもつという議論もある [55]。
以上は、常磁性側に限った解析であったが、強磁性相においても超伝導転移温度の解析がなされている。（ここでの

議論は、強磁性相転移に伴う状態密度の変化が無視できる場合に限る。）強磁性相では磁化M = (N↑ − N↓)/2のため
に、並行スピン対の Cooperペアが強磁性と共存しやすい。（反平行スピン対の可能性が完全に排除されるわけではない
が、反平行スピン対はM ̸= 0では異なる大きさの Fermi面間でペアを組まねばならない。）Fayらの議論 [56]によると、
Heisenberg的スピン揺らぎのとき、常磁性相と強磁性相とで Tc は同じくらいの値になると提案されていたが、UGe2、

URhGeでは強磁性相の内側でしか超伝導が観測されていない。超伝導と強磁性の共存相に関してもいくつかの提案が
あるが、最もシンプルな考え方は、強磁性相では横揺らぎがスピン波になって超伝導発現に効かなくなり、縦揺らぎだ

けが重要になっていると考えることであろう。この考えを基本にした Nevidomskyyの解析 [57]によれば、常磁性相で
Heisenberg的なスピン揺らぎの系において、図 20(a)のように、強磁性相での T ferro

c は常磁性相での T para
c より十倍以

上高いと結論されている。上述の物質との関連でいえば、T para
c ≪ T ferro

c であるために、強磁性相の内側でしか超伝導

が観測されていないということになる。また、Wangらは Ising的なスピン揺らぎの場合に対する解析も行っており、そ
れによると図 20(b)のように Tc は QCP直上で最大で、超伝導相は常磁性相・強磁性相の両方に同じくらいの Tc でま

たがって存在している。（ただし、Heisenberg的揺らぎに関しては、Wangらの計算では、強磁性相で揺らぎが Ising的
揺らぎに変化する影響を低く見積もっている。そのため、常磁性相と強磁性相での Tc にそれほど大きな差はない。）

以上の議論は FM QCPが存在する場合の議論であり、UGe2のような１次の量子相転移を起こす系では、量子相転移

の近傍には、そのままでは議論を適用できないことに注意が必要である。

このセクションのまとめ� �
• 強磁性スピン揺らぎが Heisenberg的な場合は、超伝導転移温度は QCP直上で強く抑制される。これは、強
磁性揺らぎの場合、T = 0の QCPにおいて準粒子ウエイトが消失するためである。

• Heisenberg的揺らぎの場合は、強磁性相では横揺らぎがスピン波になって対破壊に効かなくなるので、強磁
性相での超伝導転移温度は常磁性相での転移温度より高い。

• Ising的な揺らぎの場合は、強磁性相でも常磁性相でも、縦揺らぎ成分だけが重要なので、超伝導転移温度は
二つの相をまたいで滑らかにつながる。� �

4.1.2 UCoGeにおける上部臨界磁場

UCoGeにおいて最近、磁気量子臨界点と超伝導の関係性を示す、面白い実験が報告されたので紹介する [48]。UCoGe
は常圧で TCurie ∼ 3K の Ising 的遍歴強磁性体であり、同じく常圧で Tsc ∼ 0.5K で超伝導を示す。加圧してゆくと、
pc = 1.4GPa（外挿値）あたりで強磁性が消失し、QCPをもつ。ただし、低温で２次転移が１次転移に変わり、QCPを
もたない可能性も排除されてはいない。モーメントの大きさは 0.07µB と小さく、その向きは c軸方向である。この物質

における上部臨界磁場Hc2の測定によると、図 16(a)のように、a軸方向のHa
c2は臨界圧力のあたりで巨大な値をとり、

TSC ∼ 0.6Kに対してHa
c2(0) ∼ 15Tにもなる。また、Ha

c2曲線は通常よく見られる上凸形ではなく、下凸形である。一

方、c軸方向のHc
c2は上凸形で、その値も 1T以下である。Ha

c2の圧力依存性とその巨大さは、超伝導が FM QCPと深
く関係していることを示しており、超伝導相に隠されたQCPが超伝導を強固なものにしている証拠といえるだろう。し
かし、これとは別のグループによるHc2の測定結果では a軸方向でのHc2が巨大な値であることは同じだが、その詳細

は上述のものとは少し異なっており [58]、今後の実験的な進展が期待される。
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(a)

(b)

図 20: p波に対する超伝導転移温度。(a)Heisenberg的揺らぎにおける、T 1
SC は強磁性相での超伝導転移温度、TPM は

常磁性相での転移温度。TF はフェルミ温度。Ī はコントロールパラメータで、Ī < 1が常磁性相、Ī > 1が強磁性相に
対応している。Ī > 1では、メジャースピンとマイナースピンの各成分について計算している。インセットは相互作用
のカットオフ ωc の Ī 依存性 [57]。(b)Heisenberg的揺らぎと Ising的揺らぎの場合それぞれの超伝導転移温度。Λはエ
ネルギーカットオフ。α = 0が QCPに対応している。Heisenbergの Tcが三つあるが、理論の計算の詳細が異なるだけ

で、基本的には同じものである。△の線は、他の線と相互作用の大きさが異なる。T ∗は、カノニカル・フェルミ液体領

域と異常フェルミ液体領域を分けるクロスオーバー線で、セクション 2での rνz, ν = 1/2, z = 3に対応する [53]。

図 21: UCoGeの上部臨界磁場。白抜きのデータはH ∥ cで、塗りつぶしの印のデータはH ∥ aである [48]。
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このような巨大なHc2 に関係する実験と理論は、セクション 4.2.3でも議論する。

4.2 反強磁性の場合

このセクションでは反強磁性量子臨界点近傍の超伝導について議論する。超伝導と反強磁性との関係は重い電子系だ

けでなく、高温超伝導体においても幅広く研究されてきた。高温超伝導ではAF相はMott絶縁体であったのに対し、重
い電子系では AFは遍歴的であることが大きな違いであるが、どちらの場合も常磁性相においては電子は遍歴的であり、
スピン揺らぎの解析にはセクション 2のシナリオを用いることができる。
反強磁性量子臨界点近傍の超伝導の代表例としては、重い電子系で初めて超伝導が見つかった物質でもある CeCu2Si2

が有名である。また、Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinikov（FFLO）状態という空間的に超伝導ギャップが変調しているよ
うな状態に関連してさかんに研究されている CeCoIn5や、同じ CeMIn5系の CeRhIn5、CeIrIn5も反強磁性量子臨界点

近傍の超伝導体である。さらには、結晶構造に空間反転対称性をもたないような超伝導体である CeRhSi3、CeIrSi3 で
も、反強磁性相の近傍で超伝導が起こっている。CeCoIn5と Ce(Rh,Ir)Si3については、セクション 4.2.2と 4.2.3で解説
する。

4.2.1 反強磁性と超伝導

[反強磁性と超伝導の共存可能性]
反強磁性的スピン揺らぎの場合には、反強磁性秩序が波数依存性をもつために、強磁性の場合と少し異なる注意が必

要となる。ここでは、超伝導と磁気秩序を担う電子が同一の遍歴的なものである場合を念頭に、磁気秩序がスピン密度

波 (spin density wave=SDW)の場合を考える。以下では、SDWギャップと超伝導ギャップがどのようなときに競合し、
どのようなときに競合しないかを議論する。

反強磁性と強磁性の端的な違いは、オーダーパラメータが波数依存性をもつかもたないかである。強磁性の場合は磁

化は、フェルミ面を ↑スピンに対するものと ↓スピンに対するものの二つに分裂させるが、k空間で一様である。この
場合、超伝導はそれぞれのフェルミ面に対して起こることになる。しかし反強磁性の場合には、秩序ベクトルQによる

ブリルアンゾーンの折りたたみとフェルミ面の交差する、特定の k点付近にギャップができる。これによってフェルミ

面に異方的なギャップ構造ができることになる。一方、異方的超伝導によっても、フェルミ面の上で kに依存する形で

ギャップができる。もし、SDWと SCの二つのギャップがフェルミ面の同じ場所で有限になろうとするならば、SDWと
SCは競合することになる。もし異なる場所で有限になろうとするならば、SDWと SCは共存できるだろう。したがっ
て、この二つの相が共存できるかどうかは、オーダーパラメータの波数依存性とフェルミ面の構造に大きく依存してい

ることになる。（もちろん、それぞれのオーダーパラメータの振幅の相対的大きさにも依存する。）たとえば２次元正方

格子のQ = (π, π)の場合には、Katoらの平均場理論 [59]により、dx2−y2 超伝導と SDWのオーダーパラメーターは、
Fermi面上のほとんど異なる領域でギャップを開けて共存してしていることが示されている（図 22）。

SDWと SCの共存可能性を一般的に扱うことは難しく、それぞれのギャップによる凝縮エネルギーの大小は物質の詳
細に強く依存する。しかし、SDWギャップがQによるブリルアンゾーンの折りたたみと関係していること、また、SC
ギャップは運動量移行Qの散乱によって誘起されていることを考えると、二つのギャップの共存可能性について定性的

な議論ができる。Konnoらは、超伝導状態にある系に何かしらの理由で SDWが生じたときに、自由エネルギーの中の、
その二つの相の競合性を表す部分が正・負のどちらになるかによって SDWと SCが共存可能かどうかを調べた [60]。
Konnoらの理論で念頭においているのは、超伝導を担う電子と磁性を担う電子が同一のもので、磁気モーメントの大き
さが小さいような物質である（たとえば UPt3 ではモーメントは 0.02µB くらいである）。したがって、超伝導オーダー
パラメーター∆と秩序ベクトルQの SDWのオーダーパラメーターMQとの両方に関して自由エネルギーを展開する

ことが可能となる。超伝導・常磁性状態における帯磁率 χを用いて、SDWのオーダーパラメーターMQ に対する自由
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(a) (b) (c)

図 22: (a)フェルミ面。矢印はネスティングベクトル。(b)超伝導と SDWが共存しているときの分散。フェルミ面上で
は、超伝導は主に (a)のA点からA’点あたりでギャップを開いており、SDWは主に (a)の B点のまわりでギャップを開
いている。(c)SDWと超伝導のギャップの振幅の温度依存性。低温では両方のオーダーパラメータが共存している [59]。

エネルギーの２次（この中に∆とMQ のカップリングの最低次が現れる）は、

F =
1
2
MQ[χ−1(Q) − I]MQ

となる。Iは電子間相互作用の強さである。ここで、SDWオーダーパラメータに対する有効磁場BQをM i
Q =

∑
χij(Q)BjQ

で定義する。F を d-vector dµ とBQ のカップリングの最低次まで展開すると、

F∆M = (γ1 + γ2)⟨d0(k)d∗0(k) + d(k) · d(k)⟩ + FsM + FtM , (36)

FsM = γ̃2⟨d0(k)d∗0(k + Q)⟩BQ · BQ, (37)

FtM = γ̃2⟨[d(k) · BQ][d∗(k + Q) · BQ] − [d(k) × BQ][d∗(k + Q) × BQ]⟩ (38)

となる。⟨· · · ⟩は Fermi面上での平均である。γ1, γ2, γ̃2 は定数で、ここではあらわな表式は示さないが、すべて正の値

をとると考えられている。FsM , FtM はそれぞれシングレット超伝導と SDW、トリップレット超伝導と SDWのカップ
リングを表しており、これらの正負によって、それらの共存可能性を定性的に議論できる。

まずシングレットの場合には、γ̃2 > 0を考慮すると、d0(k)d0(k + Q) < 0であれば FsM < 0となり、超伝導と SDW
が共存する方がエネルギーが低くなり、安定ということになる。最も安定となるのは d0(k + Q) = −d0(k)の場合である
が、これはまさにセクション 3で議論した、波数 q = k − k′ = Qにピークをもつペアリング相互作用によってシング

レット超伝導が引き起こされるときにも成立する関係式である。したがって、q = Qにピークをもつ AFスピン揺らぎ
が常磁性相でシングレット超伝導の引力となる場合には、秩序ベクトルQで SDW転移を起こした反強磁性相でもその
シングレット超伝導と SDWは共存可能であることになる。これは先に述べた、dx2−y2 波超伝導とQ = (π, π)の SDW
が共存できるというKatoらの具体的な計算結果ともコンシステントである。（実際、Katoらも d0(k + Q) = −d0(k)が
重要な条件となっていることを論文の中で述べている。）一般のフェルミ面においても上の関係式は、フェルミ面上で二

つのオーダーパラメータが共存できるための目安になる。

トリップレットの場合には、d(k)の波数空間におけるQ並行移動に関する対称性だけでなく、有効的磁場BQ（普通

はBQ ∥ MQ）との相対的な向きも重要になってくる。FtM から、次の二つの場合にトリップレット超伝導と SDWの
共存状態が安定であることが分かる。（I）d ∥ BQ,d(k + Q) ≃ −d(k)、（II）d ⊥ BQ,d(k + Q) ≃ d(k). セクション 3
の常磁性相での議論によれば、d(k + Q) ≃ d(k)は波数Q ̸= 0でピークをもつAF揺らぎによる相互作用と相性がよい。
しかし、dベクトルの向きはスピン軌道相互作用のような SU(2)対称性を破るようなものが決めるが、それによって d

が SDWのMQ と垂直に向けられるとは限らない。したがって、AF揺らぎの場合に条件（II）を満足することは、シ
ングレット超伝導のときほどには簡単ではない。しかしトリップレットにおいても、上の条件式が満たされる場合には、

SDWと SCがフェルミ面上の異なる k点でギャップを開いてオーダーパラメータが共存する可能性が高い。
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以上の議論は、二つのオーダーパラメーターMQ と dµ(k)の k空間における整合性に注目して、その共存可能性を

調べるものであった。しかし、磁気秩序相の中でのスピン揺らぎでどれだけ超伝導を誘起できるのか、または常磁性相

でスピン揺らぎが誘起した超伝導状態の中でも磁性は秩序化するのかという問題は、系の詳細に大きく依存する。強結

合性まで考慮したときには、どちらかのオーダーパラメータだけでほとんどフェルミ面の全体を覆ってしまう可能性も

ある。このようなフィードバック効果と相の安定性についての一般的な認識は、まだ確立していないようである。

[常磁性相における超伝導転移温度]
常磁性相においても Tcの定量的な見積もりのためには、強磁性の場合と同じように強結合効果による補正が必要であ

る。しかし、反強磁性スピン揺らぎの場合には、ペアリング相互作用に寄与するスピン揺らぎのモード数と自己エネル

ギーに寄与するモード数が同数なので、強磁性のときほど対破壊効果が顕著ではない。一般に、反強磁性揺らぎの場合

は、QCPに近いほど超伝導転移温度は高くなる傾向がある。実際、セクション 3で紹介したMonthouxらの計算によ
れば、３次元の場合の Tc は κ = 0で最大で、２次元では κ ≃ 0あたりで減少はするものの κ = 0での値は Tc > 0で大
きな値をとる。

また、Kondoらは、SCR理論によってスピン揺らぎを取り入れて Eliashberg 方程式を解いた [61]。この理論では、ス
ピン揺らぎを χ−1(q, 0) ∼ ξ−2 + [(q⊥ − Q⊥)2 + r(q∥ − Q∥)2]のように表してスピン揺らぎの次元性を rによってパラ

メトライズし、２次元正方格子モデルで Tc や TN などを計算している。揺らぎが完全に２次元的な場合 (r = 0)でも、
３次元性がある場合 (r ̸= 0) でも、図 23のように、Tcの振る舞いに大きな変化はない。また、Tcはおよそ y0 ≃ 0(QCP
上)で最大をとる。

(a) (b)

図 23: (a)２次元的揺らぎ (r = 0)と (b)３次元的揺らぎ (r = 0.01)の場合の超伝導転移温度 tc。等高線は SCR理論か
ら計算された ξ/a、t∗ は状態密度から決めた擬ギャップの現れる温度。uは電子間相互作用の大きさ、y0 はコントロー

ルパラメータで y0 = 0が QCPに対応する [61]。
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このセクションのまとめ� �
• SDWと超伝導は、お互いのオーダーパラメーターが、k空間上でうまく住み分けができるときには共存しや

すい。

• 強結合効果まで考慮すると、SDWと超伝導が共存可能かどうかは物質の詳細に依存する。

• 反強磁性スピン揺らぎの場合、ペアリングに寄与する揺らぎのモード数と対破壊に寄与するモード数とが同
じなので、基本的には QCPに近いほど超伝導転移温度が高くなる傾向がある。（２次元では対破壊の効果が
顕著で、QCPから少し離れたところで超伝導転移温度は最大となりやすい。）� �

4.2.2 CeCoIn5 における反強磁性揺らぎによる強結合超伝導

このセクションでは、CeCoIn5 において観測されている強結合超伝導について議論する。図 24(a)はその結晶構造で
ある。CeCoIn5 は比熱係数 γ ∼ 350mJ/mol K2 の重い電子系超伝導体であり、常圧で Tc = 2.3Kで超伝導を示す。圧
力を加えてゆくと Tcが上昇し 1.5GPaあたりで最大となり、さらに圧力を大きくすると Tcは下がり、3.5GPaくらいで
Tc = 0となる。Tc が上昇している圧力領域では電気抵抗は∆ρ ∼ T のように T に線形で、この系が 2次元反強磁性量
子臨界点近傍にあることを示している。また、NMR/NQR 1/T1 ∼ T 1/4は Fermi液体で期待されるKorringa則からず
れた振る舞いであり、比熱でも C ∼ −T lnT のような 2D AF QCP特有の振る舞いが観測されている。CeCoIn5に関連

して、Coを Rhや Irに置換した CeRhIn5、CeIrIn5 も広く研究されており、それらに対する実験結果からも CeCoIn5

がAF QCP近傍に位置しているということがわかる。図 24(c)はCeMxM′
1−xIn5 (M,M′ =Co,Rh,Ir)の相図である [64]。

CeCoIn5の圧力-温度相図には反強磁性相が見えていなかったが (図 24(b))、他のチューニングパラメータ（ここでは x

(a) (b) (c)

図 24: (a)CeCoIn5の結晶構造。大きい球から順にCe, In,Co[62]。(b)CeCoIn5の圧力・温度相図。nは電気抵抗∆ρ ∼ Tn

のベキ [63]。(c)Ce(Co,Rh,Ir)In5 の相図。[64]。

のこと）を変えてやれば、”Ce-115”という一つの系の相図の中には反強磁性相があり、このオーダーに関連する揺らぎが
超伝導を引き起こしていると解釈できる。このCeCoIn5における超伝導ギャップは、たとえば、比熱や 1/T1がC ∼ T 2、

1/T1 ∼ T 3 のような振る舞いをすることからラインノードをもつと考えられている [65]。さらに、角度分解熱伝導率
測定によれば、その対称性は dx2−y2 であることが指摘されている [66]。これらとは別に、CeCoIn5 の超伝導は強結合

超伝導であることが、比熱のジャンプの測定から示されている [67]。図 25のように T = Tc における比熱ジャンプは、

∆C/γTc = 4.5で BCS弱結合理論から導かれる値 1.43よりはるかに大きい。これは、強いペアリング相互作用のため
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図 25: (a)CeCoIn5 の比熱測定の結果 [67]。インセットはエントロピー。白丸はゼロ磁場の超伝導状態に対するもので、
黒丸は c軸方向に 50kOeの磁場をかけて常伝導状態にした場合のもの。

にギャップの振幅が大きくなるのに対し、準粒子間の非弾性散乱によって超伝導の発現が妨げられて Tcが抑えられるた

めであり、強結合の度合の指標になっている。以下では、CeCoIn5 の比熱についての理論を紹介する。

Ikedaらは、超伝導状態におけるギャップの温度依存性と比熱を、２次元正方格子Hubbardモデルを用いて fluctuation
exchange approximation (FLEX)によって解析した [68]。転移温度以下での比熱を求めるには、まず T ≤ Tc で非線形

Eliashberg方程式 (13)からギャップを self consistentに求め、Dyson-Gorkov方程式によって求まる Green関数 G を用
いてエントロピー

S = − ∂

∂T

(
T

N

∑
k

Tr lnG(k)

)

を計算する。この G は、常伝導相ではスピン揺らぎによる正常自己エネルギー Σn のみを含み、超伝導状態ではさらに
異常自己エネルギー（ギャップ関数）∆を含む。図 26(a)は T ≤ Tc での ∆(T )の温度依存性で、相互作用の大きさ U

図 26: CeCoIn5に対する (a)∆(T )、(b)エントロピー、(c)比熱の計算結果 [68]。U, tはそれぞれクーロン相互作用の強
さと理論のエネルギー単位。

が大きくなるほど（AF QCPに近づくほど）∆/Tcが大きくなり、BCS理論から期待される値∆/Tc ≃ 1.76 を超えてい
ることが分かる。これは、T < Tcでギャップが開くためにスピン揺らぎの ω ≤ ∆(T )成分が抑えられて非弾性散乱が減
り、準粒子のダンピングが弱められるからである [69, 70]。（スピン揺らぎの低エネルギー部分は対破壊効果を導く [71]
ので、∆ ̸= 0によるスペクトルの変化が重要だが、ペアリング相互作用 V に対してはそうではない。V はスピン揺らぎ

のエネルギーカットオフ Γ以下のエネルギーの積分で効くため、ω ≪ Γであれば、V はそれほど∆の影響をうけない。）
このような大きな∆/Tc は強結合超伝導体に特徴的な現象で、高温超伝導体においても研究されてきた。また、同じよ
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うなギャップの増強は electron-phonon系の conventionalな超伝導体でも知られている [72]。計算された Σn,∆を用い
てエントロピーを求めると図 26(b)のように、AF QCPに近づいて超伝導が強結合的になるほど、T ≃ Tc 付近で、正

常状態のエントロピーと超伝導状態のエントロピーの傾きの差が大きくなってゆくことが分かる。これを微分して比熱

C = T ∂S
∂T を求めると図 26(c)のようになり、大きな比熱のとび∆C/γT を示す。U/t = 5.0での値を γ =

(
1 − ∂Σn(0)

∂ω

)
でわると、∆C/γTc = 4.6という、実験値 4.5に近い値が得られる。これは BCS弱結合理論での値 1.43よりはるかに大
きく、CeCoIn5が反強磁性量子臨界点近傍の強結合超伝導体であることを示している。このような大きな比熱のジャン

プは、強結合超伝導体の一般的な特徴である。

また、一般的に、大きな比熱のとびは大きな軌道極限磁場Horb とも関係している。なぜなら、Horb直上のGinzburg-
Landau理論の自由エネルギー

∆F =
1
8π
H2

orb(T )

より、

∆C =
T

4π

[
Horb

d2Horb

dT 2
+
(
dHorb

dT

)2]
となるからである。18 そのため、T = 0 での Horb と Pauli 極限磁場 HP との比である Maki パラメータ αM =√

2Horb(0)/HP(0) も、強結合超伝導体では大きくなる。（Pauli 極限磁場 HP(0) =
√

2N(0)⟨|∆|2k⟩FS

χn(0)−χs(0) も強結合効果で

大きくはなるが、その増大の割合は軌道極限磁場のそれより小さい。）一般に、Makiパラメータが大きいと Fulde-Ferrel-
Larkin-Ovchinnikov状態が安定化しやすい。

このセクションのまとめ� �
• CeCoIn5 は２次元反強スピン揺らぎの QCP近傍に位置している。

• CeCoIn5 の超伝導はこの揺らぎによって誘起され、その対称性は dx2−y2 であると考えられている。

• 比熱のとびは∆C/γTc = 4.5にもなる。これは BCS平均場理論から期待される値 1.43よりはるかに大きく、
CeCoIn5 が強結合超伝導体であることを示している。このような大きなジャンプは、強結合超伝導体の一般

的特徴である。

• 一般に、強結合超伝導体では軌道極限磁場が大きい。� �
4.2.3 CeIrSi3,CeRhSi3 における上部臨界磁場

本節では、いわゆる空間反転対称性のない系である、CeRhSi3[73]、CeIrSi3[74] における量子臨界点近傍での超伝導
について解説する。二つの物質の結晶構造は図 27のようになっており、c軸方向に関する鏡映反転対称性がない。線形
比熱係数はおよそ γ ∼ 120(mJ mol/K2)である。両物質とも低圧側では反強磁性状態であるが、加圧してゆくと圧力誘
起で超伝導が発現することが知られており、それらの転移温度の最大値は CeRhSi3 に対して (TN , Tc) ∼ (1.6, 1.1)Kほ
どであり、CeIrSi3 に対して (TN , Tc) ∼ (5, 1.6)Kくらいである。
これらの物質で非常に面白いものは上部臨界磁場Hc2 であり、図 28はHc2の実験結果である [76, 77]。Hc2には、二

つの物質で共通して次のような特徴がある。（１）Tcが 1Kほどなのに対して、Hc2の最大値は 30Tにも達するほど巨
大であり、（２）Hc2曲線は下凸の形をしており、（３）圧力に敏感である。30Tを超えるこのHc2は、これまでに見つ

かっている重い電子系超伝導体の中で最大のものであり、CeRhSi3、CeIrSi3における超伝導が強結合超伝導であること
を示唆している。さらにその圧力依存性を相図と照らし合わせて眺めてみると、反強磁性のQCPが位置すると予想され

18軌道極限磁場磁場は Horb ∼ ϕ0/ξ2sc であるから、Horb が大きいことは、超伝導のコヒーレンス長 ξsc ∼ vF /∆ が短いことに対応する。
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(a) (b)

図 27: (a)CeRhSi3[73]、(b)CeIrSi3[75]の圧力・温度相図と結晶構造。

(a)
(b)

(c)

(d)

図 28: (a)CeRhSi3[76]、(b)～(d)CeIrSi3 [77]のHc2。Hc2は、H ∥ zに対しては強結合的振る舞いを示し、H ⊥ zに対

しては普通の振る舞いを示す。
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る圧力 Pc付近でHc2の大きな増強が起こっており、超伝導の起源としてスピン揺らぎが重要になっていることが考えら

れる。また、CeIrSi3に対して行われた熱容量の測定においても T = Tcで非常に大きなジャンプが観測されており、そ

の大きさは圧力に敏感で p = pc付近で最大になっている [78]。このこともCeRhSi3、CeIrSi3における超伝導がスピン揺
らぎによる強結合超伝導であることに対する根拠になっている。また、横磁場に対するHc2は縦磁場のような異常な振

舞いは見せず、その値も（Tc ∼ 1Kからすればまだ大きいが）せいぜい 10Tほどで、c軸の場合との比はH⊥
c2/H

∥
c2 ∼ 1/3

で大きな異方性がある。したがって問題は、H∥
c2 の異常な振舞いはどのようにして起こるのか、磁場方向による大きな

異方性はどのように理解されるべきなのかということになる。

Tadaらは、超伝導はスピン揺らぎによって引き起こされているというシナリオにたって、この系における Hc2 を調

べた [79]。モデルは、

S = S0 + SSF, (39)

S0 =
∑
ks

c†ks (−iωn + εk) cks +
∑
kss′

c†ksαL(k) · σss′cks′ ,

SSF = −
∑
q

2g2

3
χ(q)Sq · S−q,

である。空間反転対称性のない系では、図 27の結晶構造からも予想されるようにユニットセル内で各イオンからのポテン
シャルが完全には打ち消しあわず、結晶内に有限の電場Eが残る。そのために、相対論的効果によって電子は (E×k) ·σ
のようなスピン軌道相互作用を感じる。結晶中における SO相互作用の具体的な形は物質の詳細によるが、結晶の対称
性によって、tetragonalなら Rashba型、cubicなら Dresselhaus型といわれるタイプの SO相互作用となる。運動項の
第二項はこのスピン軌道相互作用をあらわしており、CeRhSi3、CeIrSi3は tetragonalなので、SO相互作用を表す関数
Lは Rashba型

L(k) = (sin ky,− sin kx, 0) (40)

となる。z成分がゼロであることは、結晶が z軸方向で反転中心を欠いているためで、この xy方向と z方向の異方性が

以下で説明するHc2 の異方性と密接に関係している。

相互作用は反強磁性のQCP近傍におけるスピン-スピン相互作用であり、それを特徴付ける帯磁率 χは現象論的に導

入する。つまり、セクション 2で紹介した式 (6)を用いる。この χ(q)の波数依存性は中性子散乱実験から決定さる。ま
た、温度・圧力依存性は NMR 1/T1 の結果から、

ξ(T ) ∝ 1√
T + θ

(41)

のようなCurie-Weiss形をとり、3D AF的な揺らぎであることが分かっている。θは臨界圧力から測った圧力 (p−pc)/pc
に対応しており、T → 0, θ → 0が QCPに対応するということである。また、このモデルでは常磁性の状態しか記述で
きないため、反強磁性と超伝導が共存している可能性のある P < Pc の領域については議論の範囲外である。

このモデルで自己エネルギーとペアリング相互作用を g2χ0 の最低次で評価し、外場による Landau量子化を考慮し
て Eliashberg方程式を解くと、次のような結果が得られる。すなわち、H ∥ ẑ の場合には図 29(a) のようにHc2 は (1)
最大で 30Tを超えるほどに巨大で、(2)下凸の形をしており、(3)圧力 (= θ)依存性が大きい。これは実験結果をよく説
明する。このような結果を導く主なポイントは２つある。ひとつは、α ≫ ∆のスピン軌道相互作用のために c軸方向

の磁場に対して、Pauli極限磁場 H
∥
P が実質的に無限大になっていることである。これは Rashba超伝導体に特有であ

り、超伝導がシングレット的であるかトリップレット的であるかによらず常に成立する。もうひとつは、強結合効果で

ある。スピン揺らぎはペアリング相互作用 V と準粒子ダンピング τ−1 = ImΣ の両方の効果をもたらすが、その温度依
存性は対照的で、T → 0とともに相互作用 V ∝ ξ2(T )は大きくなるのに対し、ダンピングは τ−1 → 0となる。このよう
に、低温になるほどペアリング相互作用は強くなる一方で準粒子ダンピング (対破壊効果)は弱くなるために、高い Tc、
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(a) (b) (c)

図 29: (a)H ∥ z のときの温度 v.s.Hc2 グラフ。Pauliは Pauli極限磁場のこと。(b)hc2(θ) = Hc2(T → 0, θ)/Hc2(T →
0, θM )と tc(θ) = Tc(θ)/Tc(θM ) [79]。ただし θM = 0.03で、θ = 0が QCPに対応する。(c)CeIrSi3 のHc2(T → 0)（外
挿値）の圧力依存性 [77]。

つまり大きなHc2 が得られる。この効果は QCPに近いほど顕著なため、θ → 0(QCP)でHc2(T → 0)は増大する。図
29(b),(c)は、それぞれ理論計算と CeIrSi3 の Hc2 の T → 0への外挿値である。理論は常磁性状態に限定されているた
め、(c)のグラフの p ≤ pc の部分に対応する。

一方、横磁場の場合は Puali極限磁場 H⊥
P は Rashba相互作用による増大が小さく、縦磁場の場合と異なり Hc2 は

Pauli対破壊効果で決められる。Hc2 はよく見られるような上凸の形をしており、その値も 10T以下と計算される。こ
の値はH⊥

c2/H
∥
c2 ∼ 1/3を再現し、実験と整合する。

ここで解説したHc2の増大のメカニズムを量子臨界点近傍の超伝導という枠組みから眺めてみると、CeRhSi3,CeIrSi3
における巨大なHc2は、超伝導相に隠されてしまった反強磁性量子臨界点の近傍の強いスピン揺らぎが、T ≪ Tcで超伝

導相を強く安定化させている結果であるとみることができる。またこの理論によれば、スピン軌道相互作用以外の何か

しらの理由で Pauli対破壊効果が実効的に存在しない超伝導に対しても、同じように量子臨界点近傍でHc2 の増大が期

待できることになる。そのような例として、トリップレット超伝導体に Pauli対破壊効果が効かないような方向に磁場を
かけたときのHc2 が考えられる。セクション 4でも紹介したが、ごく最近、UCoGeにおいて a軸方向のHc2 が強磁性

量子臨界点近傍で増大することが報告された。この振る舞いは、本節で解説したような強いスピン揺らぎと超伝導との

関係性を反映するものであり、QCP近傍の超伝導の強結合性をより普遍的に理解する実験的根拠となると考えられる。

このセクションのまとめ� �
• c軸方向に関して空間反転対称性のない（Rashba型）超伝導体 Ce(Rh,Ir)Si3は、c軸方向のHc2が非常に大

きく、その振る舞いも特徴的である。一方で、ab面内のHc2 は普通の振る舞いである。

• H ∥ z の Hc2 は軌道極限磁場で決まっており、これが QCP近傍の強いスピン揺らぎのために激しく増大し
て、Hc2 は巨大な値になる。

• H ⊥ zのHc2 はほとんど Pauli極限磁場で決まっているため、特異な振る舞いを見せない。� �
5 おわりに

本稿では、磁気量子臨界点近傍における超伝導について解説した。これまでに議論してきた事柄から、スピン揺らぎ

と超伝導の基本的認識について次のように言うことができる。すなわち、「量子臨界点近傍では、強いスピン揺らぎのた

めに系は異常フェルミ液体的性質を示し、その同じスピン揺らぎを媒介にしてCooperペアを形成することもできる。こ

39



のような場合は、ペアリング相互作用はスピン揺らぎによる波数依存性をもつので、結果として異方的超伝導が発現す

ることになる」ということである。現在では、この認識はかなりスタンダードなものとなっている。しかし、このよう

な一般的認識はあるものの、具体的な問題に関しては分かっていないことも多い。臨界的性質が深く絡んだ現象におい

ては、具体的問題は臨界現象特有の普遍的性格を隠し持っている場合がある。したがって、一般的認識を踏まえた上で

具体的問題に取り組むことは、よりよい量子臨界現象の理解につながっているのである。

本稿の中では色々と細かいことも述べたが、上述の「」の中身が何を意味しているのか、その雰囲気をつかんでもら

えたとしたら、本稿の目的は達成されたといっていいだろう。かなり舌足らずな箇所もあったが、この拙文が、ほんの

少しでも皆様のこれからの研究のお手伝いになれれば、これ幸いである。

本稿を執筆にするにあたり、共同研究者である川上則雄 教授、藤本聡 准教授の両氏には原稿に目を通していただき、

多くの有益なアドバイスをして頂きました。ここに感謝いたします。また、世話人の方々には、著者の遅筆によってご

迷惑をおかけしたことをお詫びするとともに、このような貴重な機会を与えてくださったことに感謝いたします。上田

和夫 氏は、筆者の講義に出席され、講義内容に関して具体的で有益なご指摘をして下さいました。この場を借りてお礼

申し上げます。
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J. Phys. Soc. Jpn. 76 (2007) 083706.

[79] Y. Tada, N. Kawakami, and S. Fujimoto : Phys. Rev. Lett. 101 (2008) 267006.

43


