
熱統計力学演習II

3 相転移 II

3.1 1次元 Isingモデル (ゼロ磁場)

これまで考えてきた平均場近似では、周りの原子からの有効場をその
平均値で置き換えた。この近似は、隣接原子数が多いほどよい近似にな
ると考えられる。低次元系においては隣接原子数が少なく、この近似を
正当化することはできない。ここでは、1次元 Isingモデル

H = −J
N∑
i=1

σiσi+1 (J > 0) (3.1)

の熱力学関数を厳密に導出することを考えよう。ただし、以前と同様に
σiは±1の値をとる変数であり、ここでは両端のスピン σ1、σN+1がつな
がっていない自由境界条件とする。

(a) リンク変数 Li = σiσi+1 = ±1を導入することによって、分配関数
Zを導出せよ。さらに、N ≫ 1として、自由エネルギー F/N を求
めよ。

(b) エントロピー S、および、比熱Cを求め、その振る舞いについて考
察せよ。

(c) スピン相関

⟨σiσi+r⟩ =

∑
σ1=±1

· · ·
∑

σN=±1

σiσi+re
−βH

Z
(3.2)

を計算し、⟨σiσi+r⟩ ≃ e−r/ξとして、相関長 ξを求めよ。
(ヒント：右辺をリンク変数で表してみよ。)
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3.2 1次元 Isingモデル (有限磁場) I

有限磁場 h ̸= 0下での 1次元 Isingモデルを考えよう。ハミルトニア
ンは

H = −
N∑
i=1

(
Jσiσi+1 + hσi

)
(J > 0) (3.3)

である。ここでは、周期境界条件 (σ1 = σN+1)で考える。

(a) 行列要素が

⟨σi|P |σi+1⟩ = exp

[
1

kBT

(
Jσiσi+1 + h

σi + σi+1

2

)]
で与えられるような 2× 2行列P (転送行列とよばれる)を導入する。
分配関数Zが、Z = TrPN と表せることを示し、Zを計算せよ。

(b) N ≫ 1として、自由エネルギー F/N を求めよ。また、h = 0のと
き、得られた結果を前問 (自由境界条件)の結果と比較せよ。

3.3 1次元 Isingモデル (有限磁場) II

前問におけるハミルトニアン (3.3)の磁化率を計算しよう。

(a) 磁化 m =
1

N

N∑
i=1

⟨σi⟩ が、自由エネルギー F の微分として m =

−∂(F/N)

∂h
のように表されることを示せ。ここに前問で得られた

F を代入し、mを計算せよ。h → 0のとき、得られた結果を平均場
近似の場合と比較して考察せよ。

(b) 磁化率 χ = µB
∂m

∂h

∣∣∣
h→0
を求めよ。
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